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第1章 位相ベクトル空間

1.1 位相空間

それでは位相空間についての復習から始めよう. 空でない集合 S について 2X で S の全ての部分集

合よりなる族を表そう. このとき τ Ă 2S と書けば, τ は S の (全てとは限らない)部分集合よりなる族

と言う意味になる.

空でない集合 S と τ Ă 2X の組 pS, τq が位相空間 (topological space)であるとは

pT 1q S,H P τ

pT 2q U, V P τ ùñ U X V P τ

pT 3q Vλ P τ , λ P Λ ùñ
Ť

λPΛ Vλ P τ

の 3 条件を満たす時を言う. τ の個々の要素 V P τ を開集合 (open set)と言い, τ を S の開集合族また

は位相 (topology) と呼ぶ.

位相空間 pS, τq について E Ă S が閉集合 (closed set)であるとは Ec “ SzE P τ であることと定義

する. さて S の部分集合 E について

E “
č

F,closed EĂF

F, IntE “
ď

V,open V ĂE

V

と置き, それぞれE の閉包 (closure)と内部 (interior)と呼ぶ. E は E を含む最小の閉集合であり, IntE

は E に含まれる最大の開集合である.

また集合 V pĂ Sq が点 p P S の近傍 (neighborhood)であるとは, V が開集合であり p P N を満たす

ときを言う.

Remark 1.1.1 通常, 集合 N が点 p の近傍であるとは p P V Ă U を満たす開集合 V が存在するとき

と定義し, N 自身が開集合のときは特に N を p の開近傍であると言う. しかしながら本書では開近傍

だけを用いるので, 以後近傍と言えば開近傍のことであるとする.

NppSq で p の近傍の全体を表し, p に於ける局所近傍系と言う. そして局所近傍系の集まり tNppSqupPS

を近傍系 と言う. NppSq の空でない部分族N ˚
p が

@U P NppSq : DV P N ˚
p : V Ă U

を満たすとき, N ˚
p は p における局所近傍基であると言う.

Remark 1.1.2 通常の数学の本では叙述の際に全称記号 @ や存在記号 D を使用するのを控えるのがお

作法であるが, 本書ではあまり拘らずに使用することにする.
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点 p における局所近傍基N ˚
p が与えられば p の近傍の全体 NppSq は完全に定まる. 実際 NppSq は

ある V P N ˚
p を含む S の開部分集合の全体に他ならない. 各点 p P S に於ける局所近傍基が与えられ

ているとして, その全体がなす系 tN ˚
p upPS を基本近傍系 (fundamental sysytem of neighborhoods)と

言う. 基本近傍系は次の条件を満たす.

pFON0q @p P S : N ˚
p ­“ H

pFON1q @U P N ˚
p : p P U

pFON2q @U, V P N ˚
p : DW P N ˚

p :W Ă U X V

pFON3q @U P N ˚
p and q P U : DV P N ˚

q : V Ă U

Theorem 1.1.3 各点 p P S についてX の部分集合の族 N ˚
p が与えられていて, 上の 4 条件を満たす

としよう. このとき集合 G で条件

(1.1.1) @p P G : DU P N ˚
p : U Ă G

を満たすものの全体を τ と置けば, τ は X の位相であり, tN ˚
p upPS は pS, τq の基本近傍系である. ま

た τ は tN ˚
p upPS を基本近傍系とする位相は τ に限る. つまり τ̃ も tN ˚

p upPS を基本近傍系とする S

の位相であるならば τ̃ “ τ である.

Proof. 任意の p P S について pFON0q と pFON1q より p P V Ă となる V P N ˚
p が存在するので

X P τ が従い, H P τ は (1.1.1 ) が無内容的に成り立つことから分かる. よって pT 1q が成り立つ. pT 2q

は pFON2q より従い, pT 3q は定義 (1.1.1) より従う. 従って τ は位相になるが, τ のもとで各 V P N ˚
p

が開集合になることを保証するのが pFON3q である. そして定義 (1.1.1) は N ˚
p が局所近傍基になる

ことを保証している.

最後に τ̃ もX の位相で, τ̃ のもとでN ˚
p が局所近傍基であるとしよう. この時 G P τ̃ ならば任意の

p P G について G は p の τ̃ -近傍であり, p P V Ă G を満たす V P N ˚
p が取れる. 従って G P τ となる

ので, τ̃ Ă τ が分かる. 逆に G P τ ならば任意の p P G について p P Vp Ă G を満たす Vp P N ˚
p が取れ

るので

G “
ď

pPG

Vp

となるが, 各 Vp は τ̃ のもとでも開集合ゆえ, G P τ̃ が従う. よって τ Ă τ̃ が成り立つ. l

位相空間 pS, τq の部分集合 E Ă S について E X τ “ tE X V : V P τu と置けば, E X τ は pT 1q-pT 3q

を満たし E 上の位相になる. E X τ を τ から誘導される相対位相 (the relative topolgy induced by τ )

と呼ぶ.

集合族 tGλuλPΛpĂ 2Sq が集合 EpĂ Sq の開被覆 indexかいひふく@開被覆 (open covering) であると

は, 各 Gλ が開集合であり E Ă
Ť

λPΛGλ が成り立つときを言う.

集合 KpĂ Sq がコンパクト (compact) であるとは K の任意の開被覆 tVλuλPΛ から有限部分開被覆

Vλ1 , . . . , Vλj がが取り出せるときを言う.

位相空間 pS, τq が Hausdorff 空間であるとは S の任意の相異なる 2 点について, それらを分離する

開集合が存在するときを言う. つまり Hausdorff の分離公理と呼ばれる

(1.1.2) @p1, p2 P S with p1 ­“ p2 : DV1, V2 P τ : p1 P V1, p2 P V2 and V1 X V2 “ H
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が成り立つ時を言う.

集合 S の直積 S2 “ S ˆ S 上の関数 dpp, qq が

pM1q @p, q P S : 0 ď dpp, qq ă 8

pM2q dpp, qq “ 0 ðñ p “ q

pM3q @p, q P S : dpp, qq “ dpq, pq

pM4q @p, q, r P S : dpp, rq ď dpp, qq ` dpq, rq

を満たすとき S 上の距離 (distance, metric)であると言い, pS, dq を距離空間 (metric space)と言う.

各 p P S, r ą 0 について

Brppq “ tq P S : dpp, qq ă ru, Brppq “ tq P S : dpp, qq ă ru

と置いて, それぞれ p を中心とする半径 r の開球 (open ball)または閉球 (closed ball)と言う. この

とき

N ˚
p “ tBrppq : r ą 0u

と置けば, tN ˚
p upPS は pFN0q-pFN3q を満たし S の基本近傍系になる. これより定まる位相を d から

誘導される位相と言う.

1.2 位相ベクトル空間

記号 Φ で複素数体 C または実数体 R を表そう. また空でない集合 X ­“ H に, 和と呼ばれ X ˆX Q

px, yq ÞÑ x ` y P X と表記される演算と, スカラー倍と呼ばれ Φ ˆ X Q pλ, xq ÞÑ λx P X と表記される

演算が定義されているとする. この 2 つの演算が定義された集合 X が次の条件を全て満たす時, X は

Φ を係数体 に持つ線形空間 (linear space)またはベクトル空間 (vector space)であると言う.

pL1q @x, y P X : x` y “ y ` x

pL2q @x, y, z P X : x` py ` zq “ px` yq ` z

pL3q D0 P X : @x P X : x` 0 “ x (注. pL1q, pL2q より, このような 0 は一意である)

pL4q @x P X : D ´x P X : x` p´xq “ 0 (注. pL1q-pL3q より, このような ´x は x に対して一意である)

pL5q @x P X : 1x “ x

pL6q @α, β P Φ, x P X : αpβxq “ pαβqx

pL7q @α P Φ, x, y P X : αpx` yq “ αx` αy

pL8q @α, β P Φ, x P X : pα ` βqx “ αx` βx

厳密にはベクトル空間 X の零元である 0 と Φ の零元 0 を区別して書き表さなければならないが, 文脈

により判別は容易であるから同じ記号で表すことにする.
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ベクトル空間において p´1qx “ ´x, 0x “ 0 などが成り立つことなどについては入門的な教科書を参

照して欲しい.

さて A,B Ă X と x P X, λ P Φ について

x`A “ tx` a : a P Au(1.2.1)

x´A “ tx´ a : a P Au(1.2.2)

A`B “ ta` b : a P A, b P Bu(1.2.3)

λA “ tλa : a P Au(1.2.4)

と置く. これらの記法は大変便利であり, これから頻繁に使うが, 必ずしも A`A “ 2A が成り立つとは

限らないなど若干の注意が必要である. 2A “ ta` a : a P Au Ă A`A は成り立つが, 逆の包含関係は成

り立つとは限らない. 例えば X “ R, A “ 1, 2 の時 2A “ t2, 4u であるが, A`A “ t2, 3, 4u である.

上の記号を使って以下のように定義する.

• Y Ă X が部分空間 (subspace) であるとは

@α, β P Φ : αY ` βY Ă Y

が成り立つ時を言う.

• C Ă X が凸 (convex) であるとは

@t P r0, 1s : p1 ´ tqC ` tC Ă C

が成り立つ時を言う. r0, 1s を p0, 1q に変更しても同値な条件になることを注意しておこう.

• B Ă X が平衡的 (balanced)であるとは

@α P Φ with |α| ď 1 : αB Ă B

が成り立つ時を言う.

• X が 0 次元 (dimension)であるとは X “ t0u であることと定義する. また n P N についてX が

n 次元であるとは n 本のベクトルよりなる基底 (base)が存在すること. つまり

Du1, . . . , un P X : @x P X : D!α1, . . . , αn P Φ : x “ α1u1 ` ¨ ¨ ¨ ` αnun

が成り立つ時を言う.

ベクトル空間X に位相 τ が与えられていて,

pT V 1q 写像 X ˆX Q px, yq ÞÑ x` y P X と Φ ˆX Q pλ, xq ÞÑ λx P X は連続

を満たす時, X(または pX, τq)は位相ベクトル空間 (topological vector space)であると言う. また本書

では加えて

pT V 2q @x P X : txu は閉集合



1.2. 位相ベクトル空間 13

も仮定する. pT V 1q と pT V 2q を合わせると, pT V 2q 単独よりも強く, X は Hausdorff 空間になること

を示すことができる. 証明は次節で行うこととして, 本書では位相ベクトル空間といえば pT V 2q も仮定

し, Hausdorff 性を仮定することに注意する.

点 x の近傍の全体は NxpXq と表されたので pT V 1q は次のように表現できる.

@x1, x2 P X, V P Nx1`x2pXq : DV1 P Nx1pXq, V2 P Nx2pXq : V1 ` V2 Ă V(1.2.5)

@α P Φ, x P X, V P NαxpXq : Dδ ą 0, W P NxpXq : @β with |β ´ α| ă δ : βW Ă V(1.2.6)

また a P X と λ P Φ についてX から自身への写像 Ta, Mλ を

(1.2.7) Tapxq “ x` a, Mλpxq “ λx

と定義する.

Theorem 1.2.1 任意の a P X と λ P Φzt0u について写像 Ta と Mλ はともにX から自身への位相同

型 (homeomorphism)である.

Proof. Ta ˝ T´a “ id, T´a ˝ Ta “ id より Ta が全単射であることが従い. T´1
a “ T´a である. また

pT V 1q より Ta と T´a が連続であることが直ちに分かるので, Ta は位相同型である. Mλ については

Mλ ˝Mλ´1 “ id, Mλ´1 ˝Mλ “ id が成り立つので同様に示すことができる. l

この定理を用いればNx`apXq “ TapNxpXqq, NλxpXq “ MapNxpXqq であることが分かるので, 近傍

系 tNxpXquxPX を考える必要は無く, 原点に於ける局所近傍系 N0pXq を考えれば十分である. この場

合 B Ă N0pXq が局所近傍基であるとは

(1.2.8) @U P N0pXq : DV P B : V Ă U

が成り立つことになる. B が局所近傍基ならば

(1.2.9) G Ă X が open ðñ G “
ď

a P G, V P B
with a ` V Ă G

pa` V q

が成り立つ.

位相ベクトル空間 X の部分集合 E が有界 (bounded)であるとは

(1.2.10) @U P N0pXq : Dδ ą 0 : @t ě δ : E Ă tU

ときを言う.

ベクトル空間 X 上の距離 d が平行移動に関して不変 (translation invariant)であるとは

(1.2.11) @x, y, a P X : dpx` a, y ` aq “ dpx, yq

が成り立つときを言う. また位相ベクトル空間 pX, τq 上の距離 d が τ と compatible であるとは d か

ら誘導された位相が τ と一致する時を言う.

ベクトル空間X の各元 x に実数 }x} が与えられていて

(a) @x P X : 0 ď }x} ă 8
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(b) }x} “ 0 ðñ x “ 0

(c) @α P Φ, x P X : }αx} “ |α|}x}

(d) @x, y P X : }x` y} ď }x} ` }y}

が成り立つ時 } ¨ } をノルム (norm)と言う. ノルム } ¨ } が与えられたとき

dpx, yq “ }x´ y}, x, y P X

により X に距離 d を導入することができる. このように定義された d は勿論, 平行移動に関して不変

である. X が位相ベクトル空間でこの d から導入される位相が, もともとの位相と一致するとき } ¨ } と

τ は compatible であると言う.

それでは位相ベクトル空間 pX, τq について次のような分類を考えよう.

(a) pX, τq が局所凸 (locally convex)とは 各 V P B が convex であるような局所近傍基 B が存在する
時を言う.

(b) pX, τq が局所有界 (locally bounded)とは有界な 0 の近傍 V が少なくとも 1 つ存在する時を言う.

(c) pX, τq が局所コンパクト (locally compact)とは 0 の近傍 V で V が compact であるものが少な

くとも 1 つ存在する時を言う.

(d) pX, τq が距離化可能 (metrizable)とは τ と compatible な距離が存在する時を言う.

(e) pX, τq が F -空間 (F -space)であるとは τ と compatible な位相を導入する距離で完備かつ平行移

動に関して不変なものが存在する時を言う.

(f) pX, τq が Fréchet 空間 (Fréchet space)であるとは pX, τq が局所凸な F -空間である時を言う.

(g) X がノルム化可能 (normable)であるとは τ と compatible なノルムが存在すること.

(h) ベクトル空間 X にノルム } ¨ } が与えられているとき pX, } ¨ }q をノルム空間 (normed space) と

言い, さらに完備ならば Banach 空間 (Banach space) であると言う.

(i) pX, τq が Heine-Borel性を持つとは全ての閉かつ有界な部分集合が compact である時を言う.

Remark 1.2.2 位相ベクトル空間における完備性は通常 Cauchy filter を用いて定義され, それだけで

1 つ以上の節を費やす解説が必要になる. しかしながら上の分類を扱う限り, 完備性の概念が必要になる

のは距離空間の場合であり, 距離空間における完備性は任意の Cauchy 列が収束することと定義しても

同値となる. そこで本書では Cauchy filter は必要になったときに説明することにして, この章では触れ

ないことにする.

以上の分類の包含関係を図にすると次のようになる.
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locally compact finite dimension

locally bounded

+ Heine-Borel property

countable local base

+locally convex

normable↔normed space metrizable

+complete +complete & invariant

Banach space F -space

+locally convex

Fréchet space

まず次節で位相ベクトル空間が Hausdorff 空間になることを示し, 次々節以降で図に示した関係が成

り立つことを証明していこう.

1.3 分離公理と局所近傍基

始めに

Proposition 1.3.1 B が局所近傍基であるとき, 任意の α P Φzt0u について αB も局所近傍基である.

Proof. 写像 x ÞÑ αx の x “ 0 に於ける連続性より, 任意の U P N0 について V0 P N0 を αV0 Ă U が成

り立つように取れる. このとき V P B を V Ă V0 となるように取れば αV Ă αV0 Ă U が成り立つ. こ

れは αB が局所近傍基であることを示す. l

Definition 1.3.2 V を位相ベクトル空間 X における 0 の近傍とすると, 任意の A Ă X について

A` V “
ď

aPA

pa` V q

と表せるが, 各 a P A について a`V は開集合であるからA`V も開集合であり, 0 P V よりA Ă A`V

である. A` V を A の V -近傍と言う.

Proposition 1.3.3 任意の W P N0 について symmetric な U P N0 (つまり ´U “ U )で U `U Ă W

が成り立つものが存在する.

Proof. 写像 px, yq ÞÑ x` y の連続性より, V1, V2 P N0 で V1 ` V2 Ă W が成り立つものが存在する. こ

のとき

U “ V1 X V2 X p´V1q X p´V2q

と置くと良い. l
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Proposition 1.3.3は簡単なようであるが有用な事実である. これを用いれば次に示すように位相ベク

トル空間において 1 点と閉集合が分離されることを簡単に示すことができる.

Theorem 1.3.4 C を位相ベクトル空間 X の閉集合とし x R C とする. このとき 0 の近傍 V で

px` V q X pC ` V q “ H

を満たすものが存在する.

Proof. C の補集合Cc “ XzC は x の近傍であるから Proposition 1.3.3より symmetric な V P N0pXq

を x` V ` V Ă XzC が成り立つように取ることができる. このとき

x` V ` V Ă XzC ðñpx` V ` V q X C “ H

ðñ@a, b P V : x` a` b R C

ðñ@a, b P V : x` a R C ´ b

ðñpx` V q X pC ´ V q “ H

ðñpx` V q X pC ` V q “ H p7 ´V “ V q

となる. l

Corollary 1.3.5 B が位相ベクトル空間 X の局所近傍基であれば

@U P B : DV P B : V Ă U.

Proof. 閉集合 C “ U cp“ XzUq と原点 0 に Theorem 1.3.4 を適用すれば, 近傍 V1 P N0pXq で

V1 X pC `V1q “ H を満たすものが取れる. 従って V1 Ă pC `V1qc が成り立つが, pC `V1qc は閉集合で

あるから V 1 Ă pC ` V1qc が成り立つ. よって V 1 X pC ` V1q “ H であり, 特に V 1 XC “ H が成り立

つ. これより V 1 Ă Cc “ U が従う. そこで V Ă V1 を満たす V P B を取れば V Ă V 1 Ă U となる. l

Theorem 1.3.4 の証明の手法をもう少し精密化すると, 交わらない compact 集合と閉集合を分離で

きる.

Theorem 1.3.6 K, C をそれぞれ位相ベクトル空間 X の compact部分集合と閉部分集合とし, KXC “

H とする. このとき

pK ` V q X pC ` V q “ H

を満たす V P N0pXq が存在する.

Proof. Theorem 1.3.4 と Proposition 1.3.3 より各 x P K について symmetric な Vx P N0pXq で

px` Vx ` Vxq X pC ` V`Vxq “ H が成り立つものが取れる. このとき特に

px` Vx ` Vxq X pC ` Vxq “ H

が成り立つ. K は compact ゆえ開被覆 tx` VxuxPK より部分開被覆を

K Ă px1 ` Vx1q Y ¨ ¨ ¨ Y pxm ` Vxmq

となるように取る. このとき

px` Vxk
` Vxk

q X pC ` Vxk
q “ H pk “ 1, . . . ,mq
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が成り立つ. V “ VX1 X ¨ ¨ ¨ X Vxm と置くと, V P N0 であり,

K ` V Ă

m
ď

k“1

pxk ` Vxk
q ` V Ă

m
ď

k“1

pxk ` Vxk
` V q Ă

m
ď

k“1

pxk ` Vxk
` Vxk

q

であるが, 最右辺は C ` V と交わらないから pK ` V q X pC ` V q “ H である. l

さてProposition 1.3.3からTheorem 1.3.6までの結果は全て, pT V 2qを用いずに証明されている. 従っ

て pT V 2q が成り立たない位相ベクトル空間とは交わらない 1 点 (または compact 集合)と閉集合が分

離できるのに, 分離できない 2 点が存在するというかなり病理的な空間になる. pT V q2 を仮定するのが

自然なことは, このことからも了解できるであろう.

Theorem 1.3.7 位相ベクトル空間は Hausdorff 空間である.

Proof. 2 点 x, y P X, x ­“ y が与えられたとする. C “ tyu と置けば, pT V 2q より C は閉集合であるか

ら Theorem 1.3.4 より px` V q X py ` V q “ px` V q X pC ` V q “ H を満たす V P N0 が存在する. l

Theorem 1.3.8 X を位相ベクトル空間とし, B を局所近傍基とすると次が成り立つ.

(a) 任意の A Ă X について A “
Ş

V PBpA` V q

(b) 任意の A,B Ă X, λ P Φ について A`B Ă A`B, λA “ λA

(c) Y Ă X が部分空間ならば Y も部分空間

(d) C Ă X が凸ならば C, IntC も凸

(e) B Ă X が平衡的ならば B も平衡的. さらに 0 P IntB ならば IntB も平衡的

(f) E Ă X が有界ならば E も有界

Proof. (a) 任意の局所近傍基について

x P A ðñ @V P B : px` V q XA ­“ H

ðñ @V P B : x P A´ V

ðñ @V 1 P ´B : x P A` V 1

に於いて, ´B も局所近傍基であるから, B の代わりに ´B に上の関係を適用すれば

x P A ðñ @V P B : x P A` V

が成り立つ.

(b) 既に示した (a) を用いれば a P A, b P B, W P N0pXq について a` b P pA`Bq `W を示せば良

い. symmetric なW1,W2 P N0pXq をW1 ` W2 Ă W となるように取れば (a) より a ` W1 X A ­“ H

が成り立つので a P A´W1 “ A`W1 であり, 同様に b P B `W2 も成り立つので

a` b P pA`W1q ` pB `W2q “ pA`Bq ` pW1 `W2q Ă pA`Bq `W.

よって再び (a) を用いれば a` b P A`B 　が従う.
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次に λ ­“ 0 のときは

y P λA ðñ @W P B : y P λA`W

ðñ @W 1 P
1

λ
B :

1

λ
y P A`W 1

ðñ
1

λ
y P A p7

1

λ
B も局所近傍基 q

ðñ y P λA

より λA “ λA が成り立つ. λ “ 0 の時については λA “ t0u であるが, pT V 2q より t0u “ t0u “ 0A で

ある.

(c) 部分空間 Y について

αY ` βY “ αY ` βY p7 (b) より q

Ă αY ` βY p7 (b) より q

Ă Y p7 Y は部分空間ゆえ q

(d) に於ける C の凸性と (e) に於ける B の平衡性は上記の (c) の場合とほぼ同様に証明できるので

省略する.

(d) の IntC に関する凸性を示そう. t P p0, 1q のときに成り立つ包含関係

p1 ´ tqIntC ` tIntC Ă p1 ´ tqC ` tC Ă C

に於いて, 最左辺は開集合であり C に含まれる. IntC は C に含まれる最大の開集合であるから

p1 ´ tqIntC ` tIntC Ă CInt が成り立ち, IntC も凸である.

(e) の後半についても 0 ă |α| ď 1 ならば写像 Mαpxq “ αx は位相同型ゆえ αIntB “ Int pαBq であ

るから

αIntB “ pαIntBq Ă αB Ă B

に於いて, αIntB は開集合であり, B に含まれる最大の開集合が IntB であるから αIntB Ă IntB が成

り立つ. α “ 0 の時は仮定より 0B “ t0u Ă IntB が成り立つ. よって B は平衡的である.

(f) E Ă X は有界とする. 任意の U P N0pXq について V Ă U を満たす V P N0 を取る. このとき E

の有界性よりある t0 ą 0 について @t ě t0 : E Ă tV が成り立つ. よって t ě t0 の時

E Ă tV “ tV Ă tU

が成り立つ. 従って E も有界であある. l

Theorem 1.3.9 位相ベクトル空間 X について次が成り立つ.

(a) @U P N0 : DW P N0 :W Ă U , W は平衡的.

(b) @U P N0,かつ U は凸 : DW P N0 :W Ă U , W は凸かつ平衡的.

Proof. (a) δ ą 0 と V P N0 を “@α with |α| ă δ : αV Ă U” が成り立つように取る. このとき α ­“ 0

について αV 　は 0 の近傍ゆえ開集合であり, 0 P αV であるから

W “
ď

|α|ăδ

αV
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と置けば W は開集合であり 0 P W Ă U が成り立つ. また平衡的であることも容易に分かる.

(b) U P N0pXq が凸の場合

A “
č

|α|“1

αU

と置くと凸集合である. また (a) を用いて平衡的な W P N0pXq を取る. W は平衡的であるから |α| “ 1

について αW Ă W , α´1W Ă W ゆえ αW “ W が成り立つ. よって W Ă U より

@|α| “ 1 : W “ αW Ă αU

となるのでW Ă A が成り立つ. よって W Ă IntA となり IntA P N0 である. IntA は凸集合 A の内部

ゆえ自身も凸であるから, IntA が平衡的であることを示せば証明は完了する. これには Theorem 1.3.8

(e) より A が平衡的であることを示せば良い. これは 0 ď r ď 1, |β| “ 1 について

rβA “
č

|α|“1

rβαU “
č

|α|“1

rαU

Ă
č

|α|“1

αU p7 0 P αU で αU は凸 q

“ A

より従う. l

Corollary 1.3.10 (a) 位相ベクトル空間は平衡的集合よりなる局所近傍基を持つ.

(b) 局所凸位相ベクトル空間は平衡的凸な集合よりなる局所近傍基を持つ.

Proof. B を局所近傍基 (例えば B “ N0pXq で良い)とする. (a) の場合は, 各 U P B についてTheorem

1.3.9 (a) より平衡的な 0 の近傍 V 　で V Ă U となるものが存在する. このような V の全体を B̃ と
おけば B̃ も局所近傍基である. 実際任意の W P N0pXq について U Ă W を満たす B が存在するから
この U について上記の 0 の近傍 V P ˜mathcalB を取れば V Ă U Ă W となるので, ˜mathcalB も局所

近傍基である. (b) の場合は凸集合よりなる局所近傍基 B が存在するので, 各 U P B について Theorem

1.3.9 (b) より存在の保証される凸平衡的な V を取り, このような V の全体を B̃ と置けば良い. l

Theorem 1.3.11 (a) 任意の V P N0pXq について 0 ă r1 ă r2 ă ¨ ¨ ¨ かつ rk Ñ 8 pk Ñ 8q なら

ば X “
Ť8

k“1 rkV

(b) V P N0pXq が有界で δ1 ą δ2 ą ¨ ¨ ¨ かつ δk Ñ 0 pk Ñ 8q ならば tδkV u8
k“1 は局所近傍基である.

Proof. (a) 任意の x0 P X について写像 λ ÞÑ λx0 は λ “ 0 で連続ゆえ δ ą 0 を @|λ| ă δ : λx0 P V が

成り立つように取れる. 従って rk ą 1
δ を満たす k について 1

rk
x0 P V となり, x0 P rkV が成り立つ.

よって x0 P
Ť8

k“1 rk となり, x0 の任意性より X “
Ť8

k“1 rkV である.

(b) V が有界ならば, 任意の U P N0pXq について t0 ą 0 を t ě t0 ならば V Ă tU となるように取れ

る. よって δk ď 1
t0
を満たす k について δkV Ă U が成り立つ. 従って tδkV u8

k“1 は局所近傍基である.

l

Corollary 1.3.12 位相ベクトル空間 X の部分集合 K が compact ならば有界である.
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Proof. K Ă X が compact で, U P N0pXq とする. V P N0pXq を平衡的で V Ă U が成り立つよ

うに取る. また trju8
j“1 を 0 ă r1 ă r2 ă ¨ ¨ ¨ , rj Ñ 8 となるように取る. このとき V の平衡性

より r1V Ă r2V Ă ¨ ¨ ¨ が成り立ち, Theorem 1.3.11 (a) より X “
Ť8

k“1 rkV である. 従って開被覆

K Ă
Ť8

k“1 rkV においてある K Ă rkV を満たす k が存在することが分かる. これより t ě rk ならば

K Ă rkV Ă tV Ă tU が成り立つので K は有界である. l

ベクトル空間 X の部分集合 A が吸収的 (absorbing) であるとは

@x P X : Dtpxq ą 0 : @t ě tpxq : x P tA

が成り立つ時を言う. 吸収的な集合 A はつねに 0 を要素に持つ. 実際, ある t ą 0 について 0 P tA が成

り立つので Da P A : 0 “ ta となるが, 両辺を t で割れば a “ 0 である.

Theorem 1.3.13 位相ベクトル空間 X の任意の 0 の近傍は吸収的である.

Proof. U P N0pXq と x0 P X を任意に取る. x0 “ 0 のときは tU も 0 の近傍であるから 0 P tU が全て

の t ą 0 について成り立つ. x0 ­“ 0 の時は写像 Φ Q α ÞÑ αx0 の α “ 0 に於ける連続性より δ ą 0 を

|α| ă δ ならば αx0 Ă U が成り立つように取れる. 従って t ą 1
δ ならば

1
tx0 P U より x0 P tU となる.

l

Corollary 1.3.10と Theorem 1.3.13より平衡的かつ吸収的な集合よりなる局所近傍基 B が存在する.

B の持つ性質を列挙すれば

pLB1q @U P B : 0 P U

pLB2q @U, V P B : DW P B :W Ă U X V

pLB3q @U P B, x P U : DV P B : x` V Ă U

pLB4q 各 U P B は吸収的である

pLB5q 各 U P B は平衡的である

pLB6q @U P B : DV P B : V ` V Ă U

pLB7q @x P Xzt0u : DU P B : x R U

でなる. 重要なのはこの逆が成立することである.

Theorem 1.3.14 ベクトル空間 X の部分集合の族B ­“ Hが pLB1q-pLB3qを満たすとき, 集合 G Ă X

で

@x P G : DV P B : x` V Ă G

を満たすものの全体を τ と置けば, τ は B を局所近傍基とするX の唯一の位相である. さらに pLB4q-

pLB6q を満たせば和 x ` y とスカラー倍 λx の 2 つの演算は, この位相のもとで連続になる. 加えて

pLB7q を満たせば, pT V 2q が成り立ちX は位相ベクトル空間である.

Proof. N ˚
x “ x`B “ tx`U : U P Bu と置けば, pLB1q, pLB2q, pLB3q はそれぞれ pFON1q, pFON2q

pFON3q に対応するので, Theorem 1.1.3 よりX の位相 τ で B を局所近傍基とするものが一意的に存
在する.
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次に pLB6q が和 x ` y の連続性を保証することは容易に分かるであろう. スカラー倍 λx の連続性

を示すために λ0 P Φ, x0 P X, U P B が与えられたとする. このとき 2 ` |λ0| ă 2k を満たす自然数 k を

取り, pLB6q を繰り返し用いて

V ` V ` ¨ ¨ ¨ ` V Ă U

が成り立つように V P B を取る. 但し上式の右辺は 2k 個の V の和とする. pLB4q と pLB5q を用いて

@µ P Φ with |µ| ď a : µx0 P V が成り立つように a ą 0 を取る. 一般性を失うことなく a ă 1 と仮定し

て良いことに注意する. この時 |µ| ď a ならば V の平衡性より

pλ0 ` µqpx0 ` V q Ă λ0x0 ` λ0V ` µx0 ` µV Ă λ0x0 ` |λ0|V ` V ` aV Ă λ0x0 ` 2kV Ă λ0x0 ` U

が成り立つ.

最後に pLB7q が pT V 2q を導くことから, X は位相ベクトル空間になる. l

1.4 線形写像と有限次元位相ベクトル空間

それでは位相ベクトル空間 X について locally compact であることと X が有限次元であることが同

値であることを示そう. これには Φn から位相ベクトル空間 X への線形写像が常に連続になるという

事実が重要な役割を果たす. そこで線形写像について復習しておこう.

同じ係数体 Φ を持つベクトル空間 X からベクトル空間 Y への写像 Λ : X Ñ Y が線形 (linear)であ

るとは

@α1, α2 P Φ, x1, x2 P X : Λpα1x1 ` α2x2q “ α1Λpx1q ` α2Λpx2q

が成り立つときを言う. また特に Y “ Φ のとき, 線形汎関数 (linear functional)という.

線形写像 Λ については括弧を省略して Λpxq “ Λx と表す. 以下に容易に分かる事実をまとめておく.

Proposition 1.4.1 線形写像 Λ : X Ñ Y について

(a) Λ0 “ 0

(b) A Ă X がそれぞれ部分空間, 凸, 平衡的ならば ΛpAq も部分空間, 凸, 平衡的である.

(c) B Ă Y がそれぞれ部分空間, 凸, 平衡的ならば Λ´1pBq も部分空間, 凸, 平衡的である.

(d) KerΛ :“ Λ´1p0q は部分空間である.

Theorem 1.4.2 X, Y を位相ベクトル空間とし, 写像 Λ : X Ñ Y は線形とする. このとき

Λ が連続 ðñ Λ が 0 で連続

が成り立つ.

Proof. ðùのみ示そう. 任意の開集合 G Ă Y と x P Λ´1pGqについてΛx`U Ă Gを満たす U P N0pY q

を取る. Λ の 0 における連続性より ΛpV q Ă U を満たす V P N0pXq が存在する. このとき

Λpx` V q “ Λx` ΛpV q Ă Λx` U Ă G

となるので x` V Ă Λ´1pGq が成り立つ. 従って Λ´1pGq は開集合であり, Λ は連続である. l
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Theorem 1.4.3 Λ が位相ベクトル空間 X 上の線形汎関数で Λ ­“ 0 とする. このとき, 次の 4 条件は

同値である.

(a) Λ は連続.

(b) KerΛ は閉集合.

(c) KerΛ は X で稠密でない.

(d) Λ はある近傍 V P N0pXq 上で有界.

Proof. paq ùñ pbq Λ が連続ならば KerΛ “ Λ´1p0q は閉集合 t0upĂ Φq の原像であるから, やはり閉集

合である.

pbq ùñ pcq KerΛ が閉集合であると仮定する. このとき, もし KerΛ が稠密ならば KerΛ “ X とな

り Λ ­“ 0 に矛盾する.

pcq ùñ pdq KerΛ が稠密でないと仮定すると, x P X と平衡的な V P N0pXq で px`V q XKerΛ “ H

を満たすものが存在する. ΛpV q が有界で無いと仮定して矛盾を導こう. まず ΛpV q は位相ベクトル空間

Φ の平衡的な部分集合であるから, 非有界性より ΛpV q “ Φ が成り立つ. 従って Λy “ ´Λx を満たす

y P V が存在する. Λpx` yq “ 0 より x` y P KerΛ となるが, これは px`V q XKerΛ “ H に矛盾する.

pdq ùñ paq x P V について |Λx| ď M と仮定する. 任意の r ą 0 についてW “ r
M`1V P N0pXq と

置くと,

|Λx| ď
r

M ` 1
M ă r @x P W

が成り立つので Λ は x “ 0 で連続であり, Theorem 1.4.2 よりX で連続である. l

Theorem 1.4.4 X を位相ベクトル空間とし, 写像 f : Φm Ñ X は線形であるとする. このとき f は

連続である.

Proof. e1 “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1

0
...

0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

, . . ., em “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0
...

0

1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

, u1 “ fpe1q, . . ., um “ fpemq と置くと

fpαq “ α1u1 ` ¨ ¨ ¨ ` αmum for α “ pα1, . . . , αmq P Φm

となるが, 写像 Φm Q α “ pα1, . . . , αmq ÞÑ αk, k “ 1, . . . ,m は連続であるから, これらの和である上式

の右辺も連続である. l

Theorem 1.4.5 Y が係数体 Φ を持つ位相ベクトル空間 X のm 次元部分空間ならば Y は閉集合で

あり, 任意の線形な全単射 f : Φm Ñ Y は位相同型である.

Proof. f : Φm Ñ Y を線形な単射とする. f が連続であることは Theorem 1.4.4より従う.

S “ tα “ pα1, . . . , αmq P Φm : |α1|2 ` ¨ ¨ ¨ ` |αm|2 “ 1u,

B “ tα “ pα1, . . . , αmq P Φm : |α1|2 ` ¨ ¨ ¨ ` |αm|2 ă 1u
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と置くと, K “ fpSq は compact 集合 S の像ゆえ compact である. また fp0q “ 0 であり f は単

射ゆえ 0 R K. 従って Theorem 1.3.6 より平衡的な V P N0 で V X K “ H となるものが存在する.

E “ f´1pV q “ f´1pV X Y q と置くと E X S “ H. f は線形で E は平衡的であるから E は連結である.

そして S “ BB と交わらず, 0 P E XB ゆえ

(1.4.1) f´1pV X Y q Ă B

が成り立つ. これより f´1 : Y Ñ Φm は 0 P Y の近傍 V XY で有界であるから, m 個の成分 (“ 線形汎

関数である)に Theorem 1.4.4を適用すれば連続であることが分かる. 従って f´1 も連続であり, f は

位相同型である.

次に Y が閉集合であることを示そう. Y の基底 u1, . . . , um を取り,

fpαq “ α1u1 ` ¨ ¨ ¨ ` αmum for α “ pα1, . . . , αmq P Φm

で線形写像 f : Φm Ñ Y を定める. f が全単射になることは u1, . . . , um が基底であることから容易に分

かる. 従って前段で示したことより f は位相同型である. また V をこの f に関して前段と同様に取っ

た, X における 0 の平衡的な近傍とする.

さて p P Y について p P tV を満たす t ą 0 を取る. このとき p P Y X tV が成り立つ. 実際, 任意の

U P N0 について pp`U0q Ă pp`Uq X tV を満たす U0 P N0 を取れば p P Y より pp`U0q X Y ­“ H と

なり pp` U0q X pY X tV q “ pp` U0q X Y ­“ H である.

さて (1.4.1) より

Y X ptV q “ tY X tV “ tpY X V q Ă fptBq Ă fptBq

tB は compact であるから, fptBqq も compact であり, X の閉集合である. よって

p P Y X ptV q Ă fptBqq Ă Y

である. l

Theorem 1.4.6 X が Φ 上の mpP Nq 次元位相ベクトル空間ならば Φm と同型である.

Proof. Theorem 1.4.5 の証明と同様にX の基底 u1, . . . , um を取り,

fpαq “ α1u1 ` ¨ ¨ ¨ ` αmum for α “ pα1, . . . , αmq P Φm

で線形写像 f : Φm Ñ X を定めれば全単射であり, 再び Theorem 1.4.5 より f は位相同型である. l

Theorem 1.4.7 位相ベクトル空間 X が局所 compact でであることと有限次元であることは同値.

Proof. X が局所 compact ならば V が compact である V P N0pXq が存在する. このとき V は有界で

あるから 2´nV は局所近傍基である. V は compact であるから

V Ă px1 `
1

2
V q Y ¨ ¨ ¨ Y pxm `

1

2
V q

を満たすように x1, . . . , xm を取れる. Y を x1, . . . , xm の張る部分空間とすれば V Ă Y ` 1
2V が成り立

つので 1
2V Ă 1

2Y ` 1
4V “ Y ` 1

4V となり V Ă Y ` 1
2V Ă Y `Y ` 1

4V Ă Y ` 1
4V となる. この操作を続

ければ V Ă Y ` 1
2nV となり Theorem 1.3.8 の (a) と Y が有限次元であることから Y “ Y であるので

V Ă

8
č

n“1

ˆ

Y `
1

2N
V

˙

“ Y “ Y
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よって kV Ă kY “ Y が任意の k P N について成り立つが, X “
Ť8

k“1 kV であるから X Ă Y となり

X “ Y である.

逆に X が m 次元ならば Φm と同型であるから局所 compact である. l

Theorem 1.4.8 位相ベクトル空間 X が局所有界で Heine-Borel 性を持つことと有限次元であること

は同値.

Proof. 位相ベクトル空間 X が局所有界で Heine-Borel 性を持つとする. 有界な V P N0 を取る. この

とき V も有界であり, 閉集合であるから Heine-Borel 性より V は compact である. 従って X は局所

cmpact になり, Thorem 1.4.7 より有限次元である.

逆に X が m 次元ならば Φm と同型であるから局所有界で Heine-Borel 性を持つ. l

1.5 距離

ベクトル空間 X が平行移動に関して不変な距離 d を持てば, d が誘導する位相のもとで X は位相ベ

クトル空間になる. そして Vn “ tx P X : dpx, 0q ă n´1u, n P N と置けば tVnu8
n“1 は可算局所近傍基に

なる. この事実の逆も成立する.

Theorem 1.5.1 pX, τq が位相ベクトル空間で可算局所近傍基 tUnu8
n“1 を持つとする. このとき平行

移動に関して不変な距離 d で

(a) d の誘導する位相は τ と一致する.

(b) 0 を中心とする開球 Brp0q “ tx P X : dpx, rq ă ru は各 r ą 0 について平衡的.

を満たすものが存在する. さらに X が局所凸ならば d を

(c) Brp0q は各 r ą 0 について凸.

も満たすように取れる.

Proof. Ũn “ U1 X ¨ ¨ ¨ X Un, n P N と置く. Theorem 1.3.9 より平衡的 (X が局所凸の場合は凸性も加

える)な近傍 V1 P N0 を V1 Ă Ũ1 を満たすように取れる. 次に Ũn1 Ă V1 を満たす n1 ě 2 を取れば,

Proposition 1.3.3 と Theorem1.3.9より V2 ` V2 ` V2 ` V2 Ă Ũn1 を満たす平衡的 (X が局所凸の場合

は凸性も加える)な近傍 V2 P N0 が取れる. 以下, この操作を続けて行けば

Vn`1 ` Vn`1 ` Vn`1 ` Vn`1 Ă Vn, n P N

を満たし, 平衡的 (X が局所凸の場合は凸性も加える)な集合よりなる可算局所近傍基 tVnu8
n“1 が取れる.

次にD を 2 進有理数 r P r0, 1q の全体とする. つまり

r “

8
ÿ

k“1

ckprq

2k
, ckprq “ 0 or 1 で, ckprq “ 1 となる k は有限個
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と表現できる r の全体である. そして

Aprq “

#

X, r ě 1

c1prqV1 ` c2prqV2 ` ¨ ¨ ¨ , r P D

と置く. r P D の場合の Aprq の定義式の右辺は実際には有限和であることに注意しておこう. このとき

Lemma 1.5.2

(1.5.1) Aprq `Apsq Ă Apr ` sq

が成り立つ.

この包含関係の証明は後に回すことにして, 定理の証明を先に進めよう.

fpxq “ inftr P D Y r1,8q : x P Aprqu, dpx, yq “ fpx´ yq for x, y P X

と置く. このとき 0 ď fpxq ď 1 と平行移動に関する不変性 dpx`a, y`aq “ dpx, yq　が成り立つことは

明らかであろう. また 0 ď r ă tを満たす r, t P DYr1,8qについて単調性 Aprq Ă Aprq`Apt´rq Ă Aptq

が成り立つ. これより fpx ` yq ď fpxq ` fpyq が導かれる. 実際任意の x, y P X と ε ą 0 について

fpxq ď r ă fpxq`2´1ε, fpyq ď s ă fpyq`2´1εを満たす r, s P DYr1,8qを取ると x P Aprq, y P Aprq

より x` y P Aprq `Apsq Ă Apr ` sq となり fpx` yq ď r ` s が成り立つ. よって

fpx` yq ď r ` s ă fpxq ` fpyq ` ε

となり, ε の任意性より fpx` yq ď fpxq ` fpyq が成り立つ. よって

dpx, zq ď fpx´ zq ď fpx´ y ` y ´ zq ď fpx´ yq ` fpy ´ zq “ dpx, yq ` dpy, zq

が成り立つ. 次に Vn は平衡的であるから Aprq も平衡的であり |α| “ 1 について fpαxq “ fpxq が成り

立つ. 従って dpx, yq “ fpx´ yq “ fpy ´ xq “ dpy, xq

また　 r P D について 0 P Aprq ゆえ fp0q “ 0 であり dpx, xq “ fpx ´ xq “ fp0q “ 0 が成り立

つ. そして x ­“ 0 ならばある n P N について x R Vn “ Ap2´nq より fpxq ě 2´n ą 0 となる. よって

“fpxq “ 0 ðñ x “ 0” が成り立ち, “dpx, yq “ 0 ðñ x “ y”が成り立つ. これで d が平行移動に関して

不変な距離であることが分かった.

さて

Bδp0q “ tx P X : dpx, 0q ă δu “ tx P X : fpxq ă δu “
ď

0ďrăδ, rPDYr1,8q

Aprq

の最右辺において各 Aprq は平衡的であるからBδp0q も平衡的である. また X が局所凸の時は Vn も凸

になるように取れたので, Aprq も凸になり Bδp0q も凸である. そして Vn が開集合であるから Aprq も

開集合であり結局 Bδp0q も開集合である.

最後に任意の n0 P N について r P D, r ă 2´n0 ならば c1prq “ ¨ ¨ ¨ “ cn0prq “ 0 ゆえ cnprq ­“ 0 とな

る最大の n を N とおくと

Aprq Ă Vn0`1 ` ¨ ¨ ¨ ` VN´2 ` VN´1 ` VN

Ă Vn0`1 ` ¨ ¨ ¨ ` VN´2 ` VN´1 ` VN´1

Ă Vn0`1 ` ¨ ¨ ¨ ` VN´2 ` VN´2

...

Ă Vn0`1 ` Vn0`1 Ă Vn0
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よって

B2´n0 “
ď

0ďră2´n0 , rPDYr1,8q

Aprq Ă Vn0

となる. tVnu8
n“1 が局所近傍基であったから tB2´nu8

n“1 も局所近傍基になり, d の誘導する位相は τ と

一致する. l

それでは Lemma 1.5.2 を証明しよう.

Aprq `Apsq Ă Apr ` sq

Proof. r`s ě 1 の時は明らかであるから r`s ă 1 と仮定する. N P N を cnprq2 ` cnpsq2 ­“ 0 となる最

大の n とする. N に関する帰納法で証明を行う. N “ 1 のときは r ` s ă 1 より pc1prq, c1psqq “ p1, 0q

または “ p0, 1q であり, n ě 2 については cnprq “ cnpsq “ 0 の場合である. (この場合は pr, sq “ p1{2, 0q

または p0, 1{2q であり, r ` 2 “ 1{2 となる.) 従って

Aprq `Apsq “ 0 ` V1 “ V1 “ Apr ` sq

となるので成り立つ.

1, . . . , N ´ 1 まで正しいと仮定する. まず cN prq ` cN psq “ cN pr ` sq が成り立つ場合を考えよう. こ

の場合は

pcN prq, cN psq, cN pr ` sqq “ p0, 1, 0q, p1, 0, 1q, p0, 0, 0q

の 3 つの場合になり, r ` s の計算は次表のように行われる.

N位

r ¨ ¨ ¨ ˚ 0

s `q ¨ ¨ ¨ ˚ 0

r ` s ˚ 0

N位

r ¨ ¨ ¨ ˚ 0

s `q ¨ ¨ ¨ ˚ 1

r ` s ˚ 1

N位

r ¨ ¨ ¨ ˚ 1

s `q ¨ ¨ ¨ ˚ 0

r ` s ˚ 1

どの場合でも r1 “ r ´ cN prq2´N , s1 “ s ´ cN psq2´N とおけば r1 ` s1 “ r ` s ´ cN pr ` sq2´N となる

ので

Aprq “ cN prqVN `Apr1q, Apsq “ cN psqVN `Aps1q, Apr ` sq “ cN pr ` sqVN `Apr1 ` s1q

が成り立つ. ここで

Aprq `Apsq “cN prqVN ` cN psqVN `Apr1q `Aps1q

Apr ` sq “pcN prq ` cN psqqVN `Apr1 ` s1q

であるが, 2 つの等式の右辺において

cN prqVN ` cN psqVN “ pcN prq ` cN psqqVN

が成り立つこと, 及び r1, s1 については cnpr1q2 ` cnps1q2 ­“ 0 となるのは n ď N ´ 1 の場合のみであるか

ら,帰納法の仮定が適用できApr1q`Aps1q Ă Apr1 `s1qが成り立つことを合わせてAprq`Apsq Ă Apr`sq

が成り立つ.

次に cN prq ` cN psq ­“ cN pr ` sq の場合であるが, これは

(1.5.2) pcN prq, cN psq, cN pr ` sqq “ p1, 1, 0q
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つまり, r ` s の N 位の桁が繰上げで cN pr ` sq “ 0 となる場合である. このとき cnpr ` sq “ 1 となる

最大の n を N0 とおけば, N0 ď N ´ 1 でありN0 ` 1 ď n について cnpr ` sq “ 0 である. また

(1.5.3) pcnprq, cnpsqq “ p1, 0q or p0, 1q for N0 ` 1 ď n ď N

である. cN0pr ` sq “ 1 となるのは pcN0prq, cN0psqq “ p0, 0q または p1, 1q の場合なので, 次のような計

算を行うことになる.

N0 位 N 位

r 0 1 1 ¨ ¨ ¨ 1

s `q 0 0 0 ¨ ¨ ¨ 1

r ` s 1 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

,

N0 位 N 位

r 1 1 1 ¨ ¨ ¨ 1

s `q 1 0 0 ¨ ¨ ¨ 1

r ` s 1 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

そこで

r1 “r ´ cN prq2´N ´ ¨ ¨ ¨ ´ cN0`1prq2´N0´1

s1 “s´ cN psq2´N ´ ¨ ¨ ¨ ´ cN0`1psq2´N0´1

とおけば, r1 ` s1 “ r ` s´ 2´N0 であり

Aprq “cN prqVN ` ¨ ¨ ¨ ` cN0`1prqVN0`1 `Apr1q

Apsq “cN psqVN ` ¨ ¨ ¨ ` cN0`1psqVN0`1 `Aps1q

Apr ` sq “VN0 `Apr1 ` s1q

が成り立つ. ここで (1.5.2) と (1.5.3) より

cN prqVN ` ¨ ¨ ¨ ` cN0`1prqVN0`1 ` cN psqVN ` ¨ ¨ ¨ ` cN0`1psqVN0`1 Ă VN0

が成り立つこと, 及び, 帰納法の仮定より Apr1q `Aps1q Ă Apr1 ` s1q が成り立つことを合わせて Aprq `

Apsq Ă Apr ` sq が成り立つことが分かる.

位相ベクトル空間 pX, τq の列 txnu が Cauchy 列であるとは

@U P N0 : DN P N : @m,n ě N : xm ´ xn P U

が成り立つ時を言う. B が局所近傍基の時, 上式の U P N0pXq の部分を U P B に変更しても同値な条
件になる.

距離空間 pX, dq に於ける Cauchy 列の定義も同様に

@ε ą 0 : DN P N : @m,n ě N : dpxm, xnq ă ε

である.

以下では 2 つのCauchy列の概念を区別してそれぞれ τ -Cauchy 列と, d-Cauchy 列と呼ぶことにしよ

う. 位相ベクトル空間の位相 τ が平行移動に関して不変な距離 ｄ より誘導されるものと一致する時は

2 つの Cauchy 列を定義する条件は同値になる. 従って

Proposition 1.5.3 d1, d2 が 平行移動に関して不変な距離で同一の位相を誘導する時,

(a) txnu が d1-Cauchy 列であることと, d2-Cauchy 列であることは同値である
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(b) d1 について X が完備であることと d2 完備であることは同値である

但し d1, d2 の少なくとも一方が不変で無いときはこの限りではない. 例えば C において 2 点 z, w につ

いて Euclid 距離 d1px, yq “ |z ´ w| と

d2pz, wq “
|z ´ w|

a

1 ` |z|
a

1 ` |w|

は同じ位相を誘導するが, zn Ñ 8 を満たす複素数列 tznu は d2-Cauchy 列であるが, Euclid 距離では

そうでない.

Theorem 1.5.4 pX, dXq, pY, dY qは距離空間で pX, dXqは完備とする. E Ă X が閉集合で, f : E Ñ Y

が連続. そして

dY pfpx1q, fpx2qq ě dXpx1, x2q for all x1, x2 P E

ならば fpEq は閉集合である.

Proof. y P fpEq について xk P E を y “ limkÑ8 fpxkq となるように取る. この時 tfpxkqu は Cauchy

列であり, 従って上の不等式より txku も Cauchy 列である. E は完備距離空間の閉集合であるから完備

であるので x “ limkÑ8 xk が存在し, 連続性より y “ limkÑ8 fpxkq “ fpxq P fpEq となるので fpEq

は閉集合である.

Theorem 1.5.5 X を位相ベクトル空間とし, Y Ă X を部分空間とする. Y はX からの相対位相のも

とで F -空間, つまりその位相が平行移動に関して不変な距離により導入されたものと一致し, 完備であ

るとする. このとき Y は閉集合である.

Proof. dを平行移動に関して不変な距離で Y の位相を誘導するものとする. B1{n “ ty P Y : dpy, 0q ă 1
nu

と置いて, Un P N0pXq を B1{n “ Y X Un を満たすように取る. そして symmetric な Vn P N0pXq を

Vn ` Vn Ă Un かつ Vn`1 Ă Vn を満たすように取る. このとき x P Y について En “ Y X px ` Vnq

と置くと, y1, y2 P En ならば y1 ´ y2 P Y かつ y1 ´ y2 P Vn ´ Vn “ Vn ` Vn Ă Un であるから

y1 ´ y2 P Y X Un “ B1{n となる. これは diamEn “ suptdpy1, y2q : y1, y2 P Enu Ñ 0 を意味する.

En`1 Ă En であり, Y は完備ゆえ, ある y0 P Y について
Ş

En “ ty0u が成り立つ. 但し En は Y での

閉包を表す.

W P N0pXq について Fn “ Y ` px ` pW X Vnqq と置くと前段と同様にして
Ş

Fn は 1 点のみから

なるが, Fn Ă En より, それは ty0u である. ここで Fn Ă x ` W より y0 P x`W “ x ` W である.

但し x`W , W は X に於ける閉包である. これが任意の W P N0pXq について成り立つことと X の

Hausdorff 性より x “ y0 P Y となり, Y は閉集合である. l

Theorem 1.5.6 (a) d がベクトル空間 X 上の平行移動に関して不変な距離ならば, 任意の x P X と

n P D について dpnx, 0q ď ndpx, 0q

(b) X が距離化可能な位相ベクトル空間ならば xn Ñ 0 である列 txnu についてスカラー列 tγnu を

γn Ñ 8 かつ γnxn Ñ 0 が成り立つように取れる.

Proof. (a)

dpnx, 0q ď dpnx, pn´ 1qxq ` dppn´ 1qx, 0q “ dpx, 0q ` dppn´ 1qx, 0q
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を繰り返せば直ちに従う.

(b) 自然数列 1 ă n1 ă n2 ă ¨ ¨ ¨ を n ě nk について dpxk, 0q ă 1
k2 が成り立つように取り, n0 “ 1 と

置く. そして nk´1 ď n ď nk ´ 1 について γn “ k と置く. このとき nk´1 ď n ď nk ´ 1　について

γn “ k と dpxn, 0q ă 1
k2 より

dpγnxn, 0q “ dpkxn, 0q ď kdpxn, 0q ă k
1

k2
“

1

k

となり, γnxn Ñ 0 が分かる. l

1.6 有界性と連続性

位相ベクトル空間 X の部分集合 E が有界であるとは

@U P N0 : Dt0 ą 0 : @t ě t0 : E Ă tU

が成り立つことと定義した. これは距離空間 pX, dq における通常の有界性の定義

DM ě 0 : @x, y P E : dpx, yq ď M

とは必ずしも同値では無い. そこで暫くの間, 後者のほうを d-有界と表して区別することにしよう.

pX, τq が位相ベクトル空間で, 平行移動に関して不変な距離 d が導入する位相と τ が一致する場合で

も有界性と d-有界性は必ずしも一致しない. 実際 Thorem 1.5.1 の証明で構成した平行移動に関して不

変な距離は dpx, yq ď 1 を満たすのでX 自身が d-有界になるが, X はX “ t0u となる場合を除き有界

では無い. この事実は後ほど示す Proposition 1.6.3において, “t0u に一致する場合を除いて位相ベクト

ル空間の部分空間は有界でない”という形で証明する.

Proposition 1.6.1 X がノルム空間で d がノルムから誘導される距離, つまり dpx, yq “ }x´ y} のと

き有界性と d-有界性は同値である.

Proof. E が有界ならば Brp0q “ tx P X : }x} ă ru と置くと B1p0q は 0 の近傍ゆえ, ある t0 について

E Ă tB1p0q “ Btp0q @t ě t0

が成り立つ. よって x, y P E について x´ y P Bt00q ´Bt0p0q Ă B2t0p0q となり dpx, yq “ }x´ y} ď 2t0

ゆえ E は d-有界である.

次に E が d-有界ならば

dpx, yq ď M @x, y P E

となる M ě 0 を取る. 0 の近傍 V について Bδp0q Ă V となる δ ą 0 を取る. また x0 P E を 1 つ取り

固定する. このとき任意の x P E について

}x} ď }x0} ` }x´ x0} ď }x0} `M “
}x0} `M

δ
δ

より

x P tBδp0q @t ě
}x0} `M

δ
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が成り立つ. 従って

E Ă tBδp0q Ă tV @t ě
}x0} `M

δ

が成り立ち, E は有界である. l

以後, 位相ベクトル空間において特に断らない限り”有界”といえば “Dt0 ą 0 : E Ă tU@t ě t0” の定

義を採用したものとする.

位相ベクトル空間において, compact 集合は有界であり (Theorem 1.3.11 の (b)) また有界集合の閉包

も有界である (Theorem 1.3.8 (f)) であった. このように有界性を保証する条件, 及び非有界性を保証す

る条件をもう少しあげておこう.

Proposition 1.6.2 Cauchy 列は有界である. 従って特に収束列は有界である.

Proof. txnu を Cauchy 列とし, W を 0 の近傍とする. 平衡的な 0 の近傍 V を V ` V Ă W を満たす

ように取る. このとき DN P N を “xn ´ xm P V @m,n ě N” が成り立つように取れる. 特に n ě N に

ついて xn ´ xN P V より xn P xN ` V . そこで t0 ě 1 を “@t ě t0 : x1, . . . , xN P tV ” が成り立つよう

に取る. この時 n ě N ならば t ě t0 について

xn P xN ` V Ă tV ` V Ă tV ` tV “ tpV ` V q Ă tW

また 1 ď n ď N ´ 1 の時でも t ě t0 について

xn P tV Ă tpV ` V q Ă tW

が成り立つ. 従って txnu は有界である. l

Proposition 1.6.3 x P Xzt0u についてE “ tnx : n “ 1, 2, . . .u と置くと, E は非有界. これより特に

t0u を除く X の部分空間は非有界.

Proof. U “ Xztxu と置くと, 位相ベクトル空間の公理 pT V 2q より U は開集合であり, 0 P U ゆえ, 0

の近傍である. x R U より nx R nU が成り立つ. 従って任意の n P N について E Ć nU . 従って E は

有界でない. l

有界性の点列による特徴付けを与えておこう.

Theorem 1.6.4 位相ベクトル空間 X の部分集合 E について

E は有界 ðñ “E 内の列 txku とスカラー列 αk Ñ 0 について αkxk Ñ 0
2

Proof. E が有界とする. 任意の U P N0pXq について平衡的な 0 の近傍 V を V Ă U となるように取

る. このときある Dt0 ą 0 で @t ě t0 : E Ă tV が成り立つものが存在する. V は平衡的であるから

@λ with |λ| ď
1

t0
: λE Ă V Ă U

が成り立つ. 従って N を n ě N ならば |αn| ă 1
t0
が成り立つように取れば, n ě N について

αnxn P αnE Ă V
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が成り立つ. よって αnxn Ñ 0 である.

次に E が非有界とする. このときある U P N0pXq と正数列 rn Ñ 8 を E Ć rnU が成り立つように

取れる. そこで各 n P N について xn P EzrnU を取れば txnu は E の列である. また xn R rnU より
1
rn
xn P U であるから

!

1
rn
xn

)

は 0 に収束しない. l

集合の有界性に加えて, 線形写像の有界性についても触れておこう. X, Y をともに位相ベクトル空間

とし, 写像 Λ : X Ñ Y は線形とする. このとき Λ が有界 (bounded)であるとは,

E Ă X が X に於いて有界 ùñ ΛpEq は Y に於いて有界

が成り立つ時, つまり有界集合の像が有界となる時を言う. Φ に値を持つ関数としての有界性 (値域が有

界)と混同しないように注意しよう.

Theorem 1.6.5 X, Y をともに位相ベクトル空間とし, 写像 Λ : X Ñ Y は線形とする. このとき以下

の 4 条件について paq ùñ pbq ùñ pcq が成り立つ. さらに X が距離化可能ならば pcq ùñ pdq ùñ paq

が成り立ち, 4 条件は全て同値になる.

(a) Λ は連続である.

(b) Λ は有界である.

(c) xn Ñ 0 ならば tΛxnu は有界である.

(d) xn Ñ 0 ならば Λxn Ñ 0 である.

Proof. paq ùñ pbq について. Λ が連続であるとし, E を X の有界な部分集合とする. Y に於ける

0 の近傍 W について X に於ける 0 の近傍 V を ΛpV q Ă W を満たすように取る. そして t0 ą 0 を

@t ě t0 : E Ă tV が成り立つように取る. このとき t ě t0 について

ΛpEq Ă ΛptV q “ tΛpV q Ă tW

が成り立つので, ΛpEq は有界である.

pbq ùñ pcq について. xn Ñ 0 ならば txnu は有界であるから, (b) により tΛxnu も有界である.

以後は X が距離化可能を仮定する. pcq ùñ pdq について. xn Ñ 0 ならば Theorem 1.5.6 (b) より

γnxn Ñ 0, γn Ñ 8 を満たすスカラー列 tγnu が取れる. このとき (c) より tΛpγnxnqu は有界である.

従って xn “ 1
γn
γnxn Ñ 0 は Theorem 1.6.4 より xn Ñ 0 を満たす.

最後に pdq ùñ paq の対偶を示そう. そこで Λ が連続でないとする. このときある Y に於ける 0 の近

傍 W でΛ´1pW q が X に於ける 0 の近傍を含まないものが存在する. d を平行移動に関して不変な距離

で, X の位相と同じ位相を誘導するものとしよう. Vn “ tx P X : dpx, 0q ă 1
nu と置くと, Vn Ć Λ´1pW q

ゆえ各 n P Nについて xn P VnzΛ´1pW qが取れる. このとき xn Ñ 0であるが, Λxn R W よりΛxn Ñ 0

は成り立たない. l

1.7 セミノルムと局所凸性

ベクトル空間 X 上の実数値関数 p がセミノルム (seminorm) であるとは
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(a) @x, y P X : ppx` yq ď ppxq ` ppyq

(b) @α P Φ, x P X : ppαxq “ |α|ppxq

の 2 条件が成り立つ時を言う. 条件 (a) は劣加法性 (subadditivity) と呼ばれる. セミノルム p につい

て pp0q “ pp0 ¨ 0q “ |0|pp0q “ 0 より

(c) pp0q “ 0

また 0 “ pp0q “ ppx´ xq ď ppxq ` pp´xq “ 2ppxq より

(d) @x P X : ppxq ě 0

が成り立つ.

セミノルム p について, 次の事実も成り立つ.

(e) @x, y P X : |ppxq ´ ppyq| ď ppx` yq

(f) tx P X : ppxq “ 0u は X の部分空間

Proof. ppxq ď ppx´ yq ` ppyq より ppxq ´ ppyq ď ppx´ yq. 同様に ppyq ´ ppxq ď ppy ´ xq “ ppx´ yq

より (e) が成り立つ. (f) については ppxq “ ppyq “ 0 ならば 0 ď ppαx ` βyq ď |α|ppxq ` |β|ppyq “ 0

より ppαx` βyq “ 0 となることより従う. l

ベクトル空間 X の部分集合 A が吸収的であるとは

@x P X : Dtpxq ą 0 : @t ě tpxq : x P tA

が成り立つことと定義したことを思い出しておこう. また吸収的な集合は, 必ず 0 を要素に持つのであっ

た. 吸収的な集合 A について

(1.7.1) µApxq “ inftt ą 0 : x P tAu

と置いて, A の Minkowski 汎関数と呼ぶ. A が吸収的であることより 0 ď µApxq ă 8 が成り立つ.

Theorem 1.7.1 ベクトル空間 X のセミノルム　 p について B “ tx P X : ppxq ă 1u とおけば, B は

凸, 平衡的かつ吸収的であり µB “ p が成り立つ.

Proof. x, y P B ならば ppxq ă 1, ppyq ă 1 ゆえ t P p0, 1q について

ppp1 ´ tqx` tyq ď p1 ´ tqppxq ` tppyq ă p1 ´ tq ` t “ 1

より p1 ´ tqx ` ty P B となるから B は凸である. また |α| ď 1 ならば ppαxq “ |α|ppxq ď ppxq ă 1 ゆ

え αx P B となり B は平衡的である.

次に B が吸収的であることを示そう. ppxq “ 0 の場合は任意の s ą 0 について ppsxq “ sppxq “ 0 よ

り sx P B 従って任意の t ą 0 について x P tB である. 次に ppxq ą 0 のときは任意の t ą 1
ppxq

につい

て ppt´1xq “ t´1ppxq ă 1 より t´1x P B つまり x P tB である. 以上より B は吸収的である.
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最後に

µBpxq “ inftt ą 0 : x P tBu

に於いて,

x P tB ðñ ppxq ă t

より µBpxq “ ppxq が成り立つ. l

Lemma 1.7.2 A をベクトル空間 X の凸かつ吸収的な部分集合とし, x P X, t0 ą 0 とする. このとき

x P t0A ならば t ě t0 について x P tA.

Proof. x P t0A ならば 1
t0
x P A が成り立つ. また A は吸収的であるから 0 P A である. 従って A の凸

性より @θ P p0, 1s : θ
t0
x P A. よって t ě t0 について x P tA が成り立つ. l

Theorem 1.7.3 A がベクトル空間 X の凸かつ吸収的な部分集合ならば

(a) @x, y P X : µApx` yq ď µApxq ` µApyq

(b) @t ě 0, x P X : µAptxq “ tµApxq

(c) B “ tx P X : µApxq ă 1u, C “ tx P X : µApxq ď 1u と置くと B Ă A Ă C かつ µB “ µA “ µC

が成り立つ.

(d) 加えて A が平衡的ならば µApαxq “ |α|µApXq が成り立ち, µA はセミノルムになる.

Proof. µA の定義より, 任意の ε ą 0 について

x P t1A, µApxq ď t1 ă µApxq `
ε

2

y P t2A, µApyq ď t2 ă µApyq `
ε

2

を満たす t1, t2 ą 0 が存在する. このとき A の凸性より

x` y P t1A` t2A “ pt1 ` t2q

"

t1
t1 ` t2

A`
t2

t1 ` t2
A

*

Ă pt1 ` t2qA

が成り立つので

µApx` yq ď t1 ` t2 ă µApxq `
ε

2
` µApyq `

ε

2
“ µApxq ` µApyq ` ε

となる. ε ą 0 の任意性より µApx` yq ď µpxq ` µpyq が成り立つ.

(b) については

µAptxq “ infts ą 0 : tx P sAu

“ infts ą 0 : x P
s

t
Au

“ inftrt ą 0 : r ą 0, x P rAu

´

7 r “
s

t
と置いた

¯

“ tµApxq

より従う.
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(c) はじめに

x P B ðñ inftt ą 0 : x P tAu ă 1

ðñ Dt0 ă 1 : x P t0A

が成り立つので, x P B ならば Lemma 1.7.2 より t ě t0 について x P tA ゆえ, 特に t “ 1 として x P A.

よって B Ă Aである. また x P A ならば µApxq “ inftt ą 0 : x P tAu ď 1 ゆえ x P C が成り立つ. よっ

て A Ă C である.

µCpxq “ inftr ą 0 : x P rCu

に於いて x P rC ðñ µApxq ď r ゆえ, µCpxq “ µApxq が成り立つ. 同様に

µBpxq “ inftr ą 0 : x P rBu

に於いて x P rB ðñ µApxq ă r ゆえ µBpxq “ µApxq が成り立つ.

(d) A が平衡的ならば |α| “ 1 を満たす α P Φ について α´1A “ A であるから

µApαxq “ inftt ą 0 : αx P tAu

“ inftt ą 0 : x P tα´1Au

“ inftt ą 0 : x P tAu “ µApxq

が成り立つ. l

P をベクトル空間 X 上のセミノルムの族とする. このとき P が分離的 (separating) であるとは,

@x P Xzt0u : Dp P P : ppxq ­“ 0

が成り立つ時を言う.

Theorem 1.7.4 B を凸かつ平衡的な集合よりなる局所近傍基とする. このとき次の 2 条件が成り立つ.

(a) 各 V P B について V “ tx P X : µV pxq ă 1u が成り立ち, µV は連続なセミノルム.

(b) tµV uV PB は分離的

Proof. (a) µV がセミノルムになることは Theorem 1.7.3より従う. また x P V と仮定すると V が開

集合であることより, ある t ă 1 について x P tV となり µV pxq “ inftt ą 0 : x P tV u ă 1. よって

V Ă tx P X : µV pxq ă 1u. また x R V ならば, Lemma 1.7.2 より µV pxq “ inftt ą 0 : x P tV u ě 1.

よって XzV Ă tµV pxq ě 1u. 従って V “ tx P X : µV pxq ă 1u が成り立つ. µV が連続であることは,

任意の ε ą 0 について x P εV ならば µV pxq ă ε となることより分かる.

(b) x P Xzt0u について x R V を満たす V を取れば µV pxq ě 1 ­“ 0 ゆえ, 分離的である. l

Theorem 1.7.5 ベクトル空間 X の分離的なセミノルムの族 P について

V pp, nq “

"

x P X : ppxq ă
1

n

*

, p P P and n P N

とおき, B を V pp, nq の形の集合の有限個の共通部分の全体とおく. このとき B の各要素は吸収的, 凸

かつ平衡的な集合であり, B を局所近傍基とする位相 τ が一意的に存在し, pX, τq は局所凸位相ベクト

ル空間になる. そして
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(a) 各 p P P は連続.

(b) 集合 E Ă X が有界である為には各 p P P の値が E 上有界であることが必要十分.

が成り立つ.

Proof. B が条件 pLB1q-pLB7q を満たすことは容易に分かるので Theorem 1.3.14を用いて B を局所近
傍基とする位相 τ が一意的に存在し, pX, τq は位相ベクトル空間になる.

(a) p P P の連続性を示そう. 任意の x0 P X と ε ą 0 について 1
n ă ε を満たす n P N を取れば

x P x0 ` V pp, nq ùñ x´ x0 P V pp, nq

ùñ |ppxq ´ ppx0q| ď ppx´ x0q ă
1

n
ă ε

となることより従う.

(b) E が有界ならば p P P と n P |mathbbN について V pp, nq は 0 の近傍であるから, ある t0 ą 0

が存在し

E Ă tV pp, nq

ùñ@x P E :
1

t
x P V pp, nq

ùñ@x P E : p

ˆ

1

t
x

˙

ă
1

n

ùñ@x P E : ppxq ă
t

n

となるので, E 上 p の値は有界である.

逆に p P P について p の値が E 上で有界で ppxq ď M となる M ą 0 が存在すれば

@x P E : ppxq ď M

ùñ@x P E : p

ˆ

1

nM
x

˙

ă
1

n

ùñ@x P E :
1

nM
x P V pp, nq

ùñ
1

nM
E Ă V pp, nq

ùñE Ă nMV pp, nq

となるが, V pp, nq は平衡的であるから, t ě nM について E Ă tV pp, nq が成り立つことになる. p P

|mathcalP , n P N は任意であるから E が有界である. ことが従う. あるとする.

集合 E が有界である為の必要十分条件は

@p P P, n P N : Dt0 ą 0 : @t ě t0 : E Ă tV pp, nq

が成り立つことであるが,

E Ă tV pp, nq ðñ @x P E :
1

t
x P V pp, nq ðñ @x P E : ppt´1xq ă

1

n
ðñ @x P E : ppxq ă

t

n

であるから E 上 ppxq ď M ならば t0 ą nM となる t0 を取れば, t ě t0 について上の命題が成り立つ.

また上の命題が成り立てば, 明らかに E 上 p は有界である. l
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もし P “ tpku8
k“1 がセミノルムの可算系で分離的ならば, Theorem 1.7.5による B も可算系になり,

Theorem 1.5.1 により平行移動に関して不変な距離を導入することができる. しかしながらこの場合は

Theorem 1.5.1の証明中に構成した距離ではなくもっと直接的に

dpx, yq “ max
k

ckpkpx´ yq

1 ` pkpx´ yq

と置けば良い. ここで tcku は正数の列で ck Ñ 0 が成り立つものを 1 つ取り固定したものとする. 証明

は難しくはないが省略する.

Theorem 1.7.6 位相ベクトル空間 pX, τq がノルム化可能である為の必要十分条件は原点が, 凸かつ有

界な近傍を持つこと.

Proof. U を原点の凸かつ有界な近傍とすると, Theorem 1.3.9 より同じく原点の近傍で凸かつ平衡的な

V で V Ă U を満たすものが存在する. 従って Theorem 1.7.3より

}x} “ µV pxq, x P X

と置くと, セミノルムになる. 明らかに V は有界であるから trV urą0 は Theorem 1.3.11 より局所近傍

基になるので, 任意の x P Xzt0u について x R rV を満たす r ą 0 が存在する. このとき Lemma 1.7.2

より µV pxq ě r である. 従って x ­“ 0 ならば }x} ą 0 が成り立つので } ¨ } はノルムである. またこのノ

ルムによる局所近傍基として trV urą0 が採用できるので, このノルムが誘導する位相は τ と一致する.

逆に X にノルム } ¨ } が導入できれば単位開球 tx P X : }x} ă 1u は凸かつ有界である. l

1.8 商空間

N をベクトル空間 X の部分空間とする. x, y P X について x´ y P X が成り立つことを x „ y で表

せば „ は同値関係になる. つまり

(i) x „ x

(ii) x „ y ùñ y „ x

(iii) x „ y y „ z ùñ x „ z

が成り立つ. 各 x P X について x と同値な元の全てがなす集合, つまり x の同値類を πpxq と置けば,

πpxq “ x ` N と表せる. また X{N で, この同値関係による X の商空間 (quotient space) X{ „ を表

すことにする. 商空間への射影 π : X Ñ X{N のことを商写像 (quotient map) と呼ぶが, これについて

πpx` yq “ πpxq ` πpyq, x, y P X

が成り立つ. これより X{N に和を導入することができる. 同様に

πpαxq “ απpxq, α P Φzt0u, x P X

が成り立つ. 但し α “ 0 の時のみは例外で左辺は N であるが, 右辺は t0u になるので N “ t0u の時を

除いて成り立たない. しかし N は X{N に於ける零元であるから t0u を N と解釈することにすれば
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α “ 0 の場合でも成り立つことになり, X{N にスカラー倍が導入できる. 従って X{N はベクトル空間

であり, 商写像 π : X Ñ X{N は線形である.

今度は X が位相 τ を持つ位相ベクトル空間であるとしよう. そして N は X の閉部分空間とする.

このとき

(1.8.1) τX{N “ tE : E Ă X{N, π´1pEq P τu

と置くと, τX{N が X{N の位相になることは簡単に分かる.

Theorem 1.8.1 N を位相ベクトル空間 pX, τq の閉部分空間で τX{N を上記のように定義された X{N

に於ける位相とする. このとき

(a) pX, τX{N q は位相ベクトル空間であり, 商写像 π : X Ñ X{N は線形かつ連続な開写像である

(b) B が τ の局所近傍基ならば tπpV q : V P Bu はX{N の局所近傍基である

(c) X に関する性質”局所凸, 局所有界, 距離化可能,ノルム化可能” は X{N に遺伝する. すなわち

X が局所凸, 局所有界, 距離化可能またはノルム化可能ならばX{N もそれぞれ局所凸, 局所有界,

距離化可能またはノルム化可能である.

(d) X に関する性質”F -空間, Fréchet 空間, Banach 空間” は X{N に遺伝する.

Proof. (a) X{N がベクトル空間で τX{N が位相になることは既に触れた. 次に

F pĂ X{Nq が閉 in X{N ðñ pX{NqzF が開 in X{N

ðñ π´1ppX{NqzF q “ Xzπ´1pF q が開 in X

ðñ π´1pF q が閉 in X

が成り立つ. 特に X{N の点 πpxq について π´1pπpxqq “ x`N は N が閉であるから閉である. 従って

X{N の各点 1 点よりなる集合は閉集合である. つまり X{N は pT V 2q を満たす.

商写像 π : X Ñ X{N によるX{N の開集合の原像は X に於ける開集合となるように τX{N を定義

したので, π は連続である. そして線形であることも先に触れた. また V Ă X について

(1.8.2) π´1pπpV qq “ N ` V

が成り立つ. 実際

x P π´1pπpV qq ðñ πpxq P πpV q

ðñ Dy P V : x`N “ y `N

ðñ x P V `N p7 N ´N “ Nq

(1.8.2) に於いて V が開集合ならば N ` V は開集合ゆえ πpV q は X{N の開集合になる. つまり π は

開写像である.

W P N0pX{Nq つまり X{N に於ける 0 の近傍とすれば π´1pW q は X に於ける 0 の近傍であるか

ら V P N0pXq で V ` V Ă π´1pW q となるものが存在する. よって

πpV q ` πpV q Ă W
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が成り立つ. πpV q も X{N に於ける 0 の近傍であるから, これより X{N に於ける和の演算が連続であ

ることが従う.

同様に x P X, W P N0pX{Nq, α P Φ とすれば, π´1pW q は X に於ける 0 の近傍であるから

V P N0pXq と r ą 0 を |β ´ α| ă r ならば βpx` V q Ă αx` π´1pW q が成り立つように取れる. この時

|β ´ α| ă r ならば

βπpV q Ă πpxq `W

が成り立つが, これは X{N に於けるスカラー倍の連続性を示す.

(b) は (a) の簡単な帰結である. (c) については V Ă X が凸ならば

p1 ´ tqπpV q ` tπpV q “ πp1 ´ tqV ` tV q Ă πpV q

より πpV q も凸である. また E Ă X が有界ならば任意の W P N0pX{Nq について π´1pW q P N0pXq

ゆえ t0 ą 0 を “@t ě t0 : E Ă tπ´1pW q” が成り立つように取ることができる. 従って t ě t0 について

πpEq Ă tW が成り立つので πpV q は有界である. 以上より X に関する性質, “局所凸”, “局所有界”は

X{N に遺伝することが分かった.

次に X に平行移動に関して不変な距離 d で, d の誘導する位相は τ と一致するものが存在するとし

よう. このとき

(1.8.3) ρpπpxq, πpyqq :“ inftdpx´ y, zq : z P Nu

と置く. 定義と d が非負であることより ρpπpxqq ě 0 が成り立つ. また ρ の対称性は

ρpπpyq, πpxqq “ inftdpy ´ x, zq : z P Nu

“ inftdpy ´ x,´zq : z P Nu p7 ´N “ Nq

“ inftdp´z, y ´ xq : z P Nu p7 dpb, aq “ dpa, bqq

“ inftdpx´ y, zq : z P Nu p7 dpa` c, b` cq “ dpa, bqq

“ρpπpxq, πpyqq

より従う. 三角不等式は

ρpπpxq, πpyqq “ inftdpx´ y, zq : z P Nu

“ inftdpx, y ` z1 ´ z2q : z1, z2 P Nu p7 dpa` c, b` cq “ dpa, bq and N ´N “ Nq

“ inftdpx´ z1, y ´ z2q : z1, z2 P Nu p7 dpa` c, b` cq “ dpa, bqq

ď inftdpx´ z1, aq ` dpa, y ´ z2q : z1, z2 P Nu p7 dpa, bq ď dpa, cq ` dpc, bqq

“ inftdpx´ a, z1q ` dpy ´ a, z2q : z1, z2 P Nu

“ inftdpx´ a, z1q : z1 P Nu ` inftdpy ´ a, z2q : z2 P Nu

“ρpπpxq, πpaqq ` ρpπpaq, πpyqq

より従う. また

ρpπpxq `πpaq, πpyq `πpaqq “ ρpπpx` aq, πpy` aqq “ inftdpx` a´ py` aq, zq : z P Nu “ ρpπpxq, πpyqq

より平行移動に関する不変性が従う.

ρ の誘導する位相が τX{N と一致することを示そう. まず

dpx, 0q ă r ùñ ρpπpxq, πp0qq “ inftdpx, zq : z P Nu ă r



1.8. 商空間 39

より πptx P X : dpx, 0q ă ruq Ă tu P X{N : ρpu, 0q ă ru が成り立つ. 逆に

ρpπpxq, πp0qq ă r ùñ Dz P N : dpx, zq ă r

より x̃ “ x ´ z と置けば, dpx̃, 0q “ dpx, zq ă r であり πpxq “ πpx̃q であるから, tu P X{N : ρpu, 0q ă

ru Ă πptx P X : dpx, 0q ă ruq が成り立つ. よって

πptx P X : dpx, 0q ă ruq “ tu P X{N : ρpu, 0q ă ru

が成り立つ. ここで tx P X : dpx, 0q ă 1{nunPN は X の局所近傍基であるから, その像である tπptx P

X : dpx, 0q ă 1{nuqunPN “ tu P X{N : ρpu, 0q ă 1{nu はX{N の近傍基である. よって ρ の誘導する位

相は τX{N と一致する. 以上で X{N にも平行移動に関して不変な距離で, τX{N と適合するものを導入

することができた. 特に X{N は距離化可能である.

X がノルム }x} を持つときは

}πpxq} :“ inft}x´ z} : z P Nu

によりノルムを導入することができる. 実際

}πpxq ` πpyq} “}πpx` yq}

“ inft}x` y ´ z} : z P Nu

“ inft}x´ z1 ` y ´ z2} : z1, z2 P Nu

ď inft}x´ z1} ` }y ´ z2} : z1, z2 P Nu

“ inft}x´ z1} : z1 P Nu ` inft}y ´ z2} : z2 P Nu “ }πpxq} ` }πpyq}

が成り立つことと, また α ­“ 0 の時

}απpxq} “}πpαxq}

“ inft}αx´ z} : z P Nu

“ inft|α|}x´ α´1z} : z P Nu “ |α| inft}x´ z} : z P Nu “ |α|}πpxq}

より従う. このノルムが誘導する位相が τX{N と一致することは }}X から距離 dX を誘導し, 上記の方

法で dX から dX{N “ ρ を作れば, dX{N の誘導する位相は τX{N と一致することが前記の議論より分

かる. しかしながら dX{N は }}X{N から誘導した距離と一致するので, 結局 }}X{N から誘導される位相

は τX{N と一致する. 従って X がノルム化可能ならば X{N もそうである.

(d) を示すには, 例えば X が Fréchet 空間, つまりX が局所凸で平行移動に関して不変な距離で, τ と

適合し完備なものが存在するときに, X{N もそうであることを示せば良い. 完備性以外の性質が X{N

に遺伝することはは既に (c) で示している. これは F -空間及び Banach 空間の場合も同様であり結局完

備性のみを示せば十分である.

そこで X が平行移動に関して不変な距離 d を持ち完備とし, ρ を上記の方法で X{N に誘導した距

離とする. tunu が ρ-Cauchy 列ならば ρpunk
, unk`1

q ă 1
2k
を満たす部分列 tunk

u を取る. このとき

πpxkq “ unk
かつ dpxk, xk`1q ă 1

2k
を満たすX の列 txku が取れる. これは d-Cauchy 列であるから収

束し, 極限を x と置けば, π の連続性より unk
“ πpxkq Ñ πpxq が成り立つ. 任意のW P N0pX{Nq に

ついて V ` V Ă W を満たす V P N0pX{Nq を取り n0 P N を n,m ě n0 ならば um ´ un P V が成り立

つように取る. そして k0 P N を k ě k0 ならば unk
´πpxq P V が成り立つように取る. このとき n ě n0

ならば適当な k ě k0 により un ´ πpxq “ un ´ unk
` unk

´ πpxq P V ` V Ă W となるので tunu も

πpxq に収束する. 従って X{N も完備である. l
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Theorem 1.8.2 X を位相ベクトル空間とし, N , F を部分空間とする. この時 N が閉で F は有限次

元であればN ` F は閉部分空間である.

Proof. π : X Ñ X{N を商写像とする. πpF q は X{N は位相ベクトル空間の有限次元部分空間である

から閉である. また π は連続であるから π´1pπpF qq “ F `N は閉である. l

Theorem 1.8.3 p をベクトル空間 X のセミノルムとする. このとき

N “ tx P X : ppxq “ 0u

と置けば, N は部分空間である. π : X Ñ X{N を商写像とし

p̃pπpxqq “ ppxq

と置くと, p̃ はX{N のノルムである.

Proof.

πpxq “ πpyq ùñ x´ y P N ùñ ppx´ yq “ 0

であるから, p̃ は well-defined であり, セミノルムになることも容易に分かる. また u P X{N が u ­“ 0

であれば πpxq “ u となる x は x R N であるから p̃puq “ ppxq ­“ 0 である. よって p̃ はノルムになる. l

r P r1,8q について Lr で区間 r0, 1s 上の Lebesgue 可測関数で

ppfqr “

ż 1

0

|fpxq|r dx ă 8

が成り立つものの全体と置く. ppfq は Lr 上のセミノルムであり,

ppfq “ 0 ðñ fpxq “ 0 a.e.

が成り立つ. このとき Lrpr0, 1sq “ Lr{N がいわゆる Lebesgue 空間である.

1.9 例

前節までで下図に示した

locally compact finite dimension

locally bounded

+ Heine-Borel property

countable local base

+locally convex

normable↔normed space metrizable

+complete +complete & invariant

Banach space F -space

+locally convex

Fréchet space
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という位相ベクトル空間の分類について証明を行った. ここでこれらの空間の例を述べておこう. そ

の為に記号を整理しておこう.

Z` “ t0, 1, 2, . . .u と置く. つまり 0 以上の整数の全体である. そして

Zd
` “ tα “ pα1, . . . , αdq : α1, . . . , αd P Z`u

と置く. α “ pα1, . . . , αdq P Zd
` を多重指数 (multi-index) と言い, |α| “ α1 ` . . . ` αd を α の位数

(order) と言う. α “ pα1, . . . , αdq P Zd
` β “ pβ1, . . . , βdq P Zd

` について α` β “ pα1 ` β1, . . . , αd ` βdq

と置く. また各 k “ 1, . . . , d について αk ě βk が成り立つとき α ě β と書くことにし, このとき

α´ β “ pα1 ´ β1, . . . , αd ´ βdq と置く. また x “ px1, . . . , xdq の関数 fpxq “ fpx1, . . . , xdq について偏

微分作用素を

(1.9.1) Dαfpxq “
B|α|f

Bxα
:“

Bα1

Bxα1
1

¨ ¨ ¨
Bαd

Bxαd

d

f, α “ pα1, . . . , αdq P Zd
`

と置く.

空間 CpΩq d-次元 Euclid 空間 Rd 内の開集合 Ω について CpΩq で Ω 上の複素数値連続関数の全体を

表そう. 以下の方法で CpΩq にセミノルムの可算系を定義すれば, CpΩq は Fréchet 空間になる.

まず Ω の compact 部分集合の列 tKnu を

8
ď

n“1

Kn “ Ω,

Kn Ă IntKn`1, n “ 1, 2, . . .

が成り立つように取る. Kn の取り方は, 例えば Ω “ Rn のとき Kn “ tx P Rn : |x| ď nu と置けば良い

し, そうでなければ

Kn “ tx P Ω : |x| ď n, dist px, BΩq ě n´1u

と置けば良い. ここに

dist px, BΩq “ inft|x´ y| : y P BΩu

である.

さて各 n P N について
pnpfq “ maxt|fpxq| : x P KNu

と置けば, pnpf ` gq ď pnpfq ` pnpgq, pnpαfq “ |α|pnpfq が成り立つのでセミノルムである. そして単

調性 p1pfq ď p2pfq ď ¨ ¨ ¨ が成り立つので Theorem 1.7.5 のような V pp, nq の有限個の共通部分を取る

必要はなく, 単に

Vn “ tf P CpΩq : pnpfq ă n´1u

と置けば, tVnu を局所近傍基とする位相が導入できて CpΩq は局所凸位相ベクトル空間である. またこ

の位相は距離

dpf, gq “ max
nPN

pnpf ´ gq

2nt1 ` pnpf ´ gqu

か誘導される位相と一致する.

次に tfju を Cauchy 列とすると, 任意の n P N について pnpf ´ fjq Ñ 0 が成り立つので tfju はKn

上の連続関数 gn に一様収束する. このとき gm|Kn “ gn, m ě n であるから, 関数 ｇ P CpΩq が存在し

て, 各 n P N について tfju は Kn 上 g に一様収束する. 従って fj Ñ g が成り立つことになり, CpΩq

は完備である.
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さて Theorem 1.7.5 (b)によれば, 部分集合 E Ă CpΩq が有界である為の必要十分条件は, 各 n P Nに
ついて “@f P E and x P Kn : |fpxq| ď Mn” となる Mn ě 0 が存在することである. f P Vn で pn`1pfq

が与えられた任意の値よりも大きいものを構成することができるので, Vn は有界ではありえない. 従っ

て CpΩq は局所有界ではなく, 特にノルム化可能でない.

空間 HpΩq 今度は Ωを複素平面内の空でない開集合とする. この場合も先に述べた Fréchet空間 CpΩq

が定義できる. f P CpΩq で解析的 (holomorphic) なものの全体を HpΩq と置くと, HpΩq は CpΩq の部

分空間であり, HpΩq に属す函数列の局所一様収束極限も解析的であるから HpΩq は CpΩq の閉部分空

間である. 従って Hpωq 自身も Fréchet 空間である.

部分集合 E Ă HpΩq が有界かつ閉とする. まず CpΩq の場合と同じように E が有界である為の必要

十分条件は, 各 n P N について “@f P E and z P Kn : |fpzq| ď Mn” となる Mn ě 0 が存在することで

ある. 従って E は局所一様有界であり, Montel の定理により正規族になる. つまり E の元よりなる任

意の列 tfju について Ω 上, 局所一様収束する部分列が存在する. E は閉であるから, この局所一様収束

極限もE に属する. 従って E は点列 compact(sequentially compact), つまり E の元からなる任意の列

から E の元に収束する部分列が取れる. 距離空間に於いて, 点列 comapct と compact は同値であった

から, HpΩq に於いて, 有界閉集合は compact であることが示されたことになり, HpΩq は Heine-Borel

性を持つ. HpΩq が局所有界と仮定すれば, Theorem 1.4.8より有限次元となるが, これは矛盾である. 実

際 z0 P Ω を任意に取り fjpzq “ pz ´ z0qj と置けば, tfju は線形独立であることが容易に分かるので, 無

限次元である. 従って HpΩq は局所有界ではありえず, ノルム化可能でないこともこれより分かる.

空間 C8pΩq と DK Ω を Rd 内の空でない開集合とする. 関数 f P CpΩq が任意の多重指数 α “

pα1, . . . , αdq についてDαf P CpΩq を満たす時, f は無限回微分可能 (infinitely diffrentiable)であると

言い, Ω 上の無限回微分可能関数の全体を C8pΩq と表す.

位相空間 X 上の連続関数 f について集合 tx P X : fpxq ­“ 0u の閉包を, f の台 (support) と言い

supp f と表す.

K が Rd の compact な部分集合である時 f P C8pRdq で supp f Ă K を満たす関数の全体を DK と

表す. もし K Ă Ω の時は f P DK の定義域を Ω に制限して得られる関数 f |Ω と f 自身を同一視する

ことにより DK Ă C8pΩq とみなすことができる.

それでは C8pΩq が Heine-Borel 性を持つ Fréchet 空間であるように, 次の方法で位相を定義する. こ

の位相のもとで DK はK Ă Ω である限り C8pΩq の閉部分空間になる.

Ω の compact 部分集合の列 tKnu を
Ť8

n“1Kn “ Ω, Kn Ă IntKn`1, n “ 1, 2, . . . が成り立つように

取る. そして

pnpfq “ maxt|Dαfpxq| : x P Kn, |α| ď nu

と置く. Theorem 1.7.5と, その注意より tpnunPN は距離化可能な局所凸の位相を C8pΩq に誘導する.

各 a P Ω について汎関数 ℓa : C8pΩq Ñ C を ℓapfq “ fpaq と置けば, 連続である. 実際 a P Kn を満

たす n P N について pnpfq ă ε ならば |ℓapfq| “ |fpaq| ă ε が成り立つ. 従って Ker ℓa “ tf P C8pΩq :

fpaq “ 0u は閉部分空間であるから

DK “
č

aPΩzK

Ker ℓa

も閉部分空間である.

pn の n に関する単調性より, 局所近傍基として

Vn “ tf P C8pΩq : pnpfq ă n´1u, n P N
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が取れる. tfju が Cauchy 列ならば固定した N P N について fi ´ fj P VN が十分大きな全ての i, j に

ついて成り立つ. よって |Dαfi ´Dαfj | ă N“1 が KN 上 |α| ď N を満たす多重指数 α について成り立

つ. 従って各 α についてDαfi は Ω 上, 局所一様に収束するので極限関数を gα P CpΩq と置き, f “ g0

と置こう. このとき例えば α “ p1, 0, . . . , 0q の時

fjpb, x1q ´ fjpa, x1q “

ż b

a

Bfj
Bx1

pt, x1q dt

に於いて j Ñ 8 とすれば

fpb, x1q ´ fpa, x1q “ g0pb, x1q ´ g0pa, x1q “

ż b

a

gαpt, x1q dt

より Dαf “ gα が分かる. 同じことを続けて行けば任意の α P Zd
` についてDαf “ gα P CpΩq が分か

り, f P CpΩq が分かり, tDαfju が Dαf に Ω 上, 局所一様に収束することが従う. よって fj Ñ f とな

り, CpΩq の完備性が示された. 以上より CpΩq は Fréchet 空間になり, その閉部分空間である DK もそ

うである.

C8pΩq が Heine-Borel 性を持つことは, 部分集合 E Ă CpΩq が有界ならば各 n P N について定数
Mn ě 0 をKn 上で @f P E : |fpxq| ď Mn が成り立つように取れることより, Dαf , |α| ď n は Kn 上

で一様有界であることが分かり, これより Dβf , |β| ď n´ 1 のKn´1 上での同程度連続性が従う. よっ

て Ascoli の定理より E の元よりなる任意の関数列 tfju と任意の α P Zd
` について tDαfju より Ω 上,

局所一様に収束する部分列が取れることになる. 対角線論法を用いれば任意の α P Zd
` についてDαfjk

が Ω 上, 局所一様に収束するように部分列 tfjku が取れることになり, E は閉集合ゆえ極限関数も E

に属する. 以上より E は距離化可能空間 CpΩq で点列 compact であるから compcat であり, CpΩq は

Heine-Borel 性を持つことが分かった. よって特に無限次元空間 CpΩq は局所有界ではありえず, 従って

ノルム化可能でもない. IntK ­“ H の時, DK も無限次元の Fréchet 空間であるから局所有界でもノル

ム化可能でもない.

空間 Lp, 0 ă p ă 1 p P p0, 1q を固定して Lppr0, 1sq で区間 r0, 1s 上の Lebesgue 可測関数で

∆pfq “

ż 1

0

|fptq|p dt ă 8

を満たすものについて, 殆ど至るところ等しいものは同一視するという通常の規約のもとで考えたもの

の全体とする.

さて t ě 1 について不等式 p1 ` tqp ď 1 ` tp が成り立つことは, 両辺の微分を計算して 0 ă p ă 1 を

使えば容易に分かる. これより

pa` bqp ď ap ` bp, a, b ě 0

が成り立つので

δpf ` gq ď ∆pfq ` ∆pgq

が成り立つ. 従って dpf, gq “ ∆pf ´ gq は平行移動に関して不変な距離を与える. この距離のもとで Lp

が完備になることは p ě 1 の場合の Lp 空間の完備性の証明とほぼ同様に示すことができる. 開球

Br “ tf P Lp : ∆pfq ă ru, r ą 0

の族 tBrurą0 は Lp の局所近傍基を与え, Lp は局所有界な F -空間である.

それでは Lp の開凸部分集合は Lp または H のみであることを示そう. そこで V ­“ H が開かつ凸で

あるとする. このとき Br Ă V を満たす r ą 0 が存在する. f P Lp について np´1∆pfq ă r を満たす
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n P N を取る. 積分の連続性と中間値の定理より
ż xi

xi´1

|fptq| dt “
1

n
∆pfq

を満たす 0 “ x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn “ 1 が取れる.

giptq “

#

nfptq, xi´1 ă t ď xi

0, それ以外

と置けば,

∆pgiq “ np´1∆pfq ă r

が成り立つ. よって gi P BrpĂ V q であり V は凸であるから

f “
1

n
pg1 ` ¨ ¨ ¨ ˚ gnq P V

である. f の任意性より Lp “ V が成り立つ.

開凸真部分集合の非存在より面白い結論が導かれる. 例えば Λ : Lp Ñ Y を Lp から局所凸位相ベク

トル空間 Y への連続線形写像とする. B を Y の凸近傍基とすると任意の W P B について Λ´1pW q は

開凸集合で 0 P Λ´1pW q ゆえ空でない. 従って Λ´1pW q “ Lp となり. W の任意性より Λ “ 0 が従う.

よって Lp から局所凸位相ベクトル空間への連続線形写像は 0 のみである.
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2.1 Banach-Steinhaus の定理

S を位相空間とする. S の部分集合 E が稠密 (dense) であるとは, E “ S が成り立つ時を言う.

Proposition 2.1.1 位相空間 S の部分集合 E について

(i) E は稠密である.

(i) @U P τ with U ­“ H : E X U ­“ H

(iii) Ec が内点を持たないことである.

Proof. E が稠密であれば,任意の空でない開集合 U について a P U を取るとき, a P E よりUXE ­“ H.

よって “(i) ùñ (ii)“ が示された. 逆に (ii) が成り立つとしよう. a P S の 任意の近傍 U について

U X E ­“ H が成り立つので a P E である. よって S Ă E となり E は稠密である.

(i) と (iii) の同値性については

E が稠密ðñ@a P S : a P E

ðñ@a P S and U P NapSq : U X E ­“ H

ðñ@a P S and U P NapSq : U Ć Ec

ðñ@a P S : a は Ec の内点ではない

ðñEc は内点を持たない

より従う. l

部分集合 E Ă S が全疎 (nowhere dense) であるとは

Int pEq “ H

が成り立つこと, つまり E の閉包が内点を持たない時を言う. これは Proposition 2.1.1を用いて言い換

えれば, E の外部が稠密であることである.

また F Ă S が第 1 類の集合 (a set of the first category) であるとは,

F “

8
ď

j“1

Ej , 各 Ej は全疎

のように, 全疎な集合列の可算和として表せる時を言い, 第 2 類の集合 (a set of the second category)

であるとは, 第 1 類でない時を言う.

次の定理が成り立つことは容易に分かるであろうから, 証明は省略する.
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Theorem 2.1.2 位相空間 S の部分集合について次が成り立つ.

(a) A Ă B で B が第 1 類ならば A も第 1 類である.

(b) 各 j P N について Fj が第 1 類ならば
Ť8

j“1 Fj も第 1 類である.

(c) E が閉集合の時, “E が内点を持たない ùñ E が第 1 類”.

(d) h : S Ñ S が位相写像ならば, E と hpEq は同じ類に属する.

Theorem 2.1.3 (Baireのカテゴリー定理) 空でない集合 S が (1) 完備距離空間であるか, または (2)

局所 compact Hausdorff 空間であるとする. このとき

(a) 各 j P N について Fj が閉集合で, 内点を持たなければ
Ť8

j“1 Fj も内点を持たない.

(b) 各 j P N について Gj が開集合で S で稠密ならば
Ş8

j“1Gj も S で稠密である.

Proof. Fj “ Gc
jp“ SzGjq と置くと Proposition 2.1.1より

Fj が閉集合で, 内点を持たないðñ Gj が開集合で S で稠密
8
ď

j“1

Fj が内点を持たないðñ

8
č

j“1

Gj が S で稠密

が成り立つので (a) と (b) は同値である.

そこで (b) を示そう. B0 を空でない S の開集合とする. G1 は稠密であるからG1 XB0 ­“ H であり,

G1, B0 ともに開集合であるから G1 XB0 も開集合である. (1) の場合は B1 を半径 ă 1 の開球, (2) の

場合は B1 が compact であるような開集合で

B1 Ă G1 XBn´1

を満たすように取る. 以下この操作を続け, Bn´1 が取れたとき Bn を

Bn Ă Gn XBn´1

を満たす開集合で, (1) の場合は Bn を半径 ă n´1 の開球, (2) の場合は Bn が compact であるように

取る.

このときK “
Ş8

n“1Bn と置くと (1)の場合 Bn の中心の点列は Cauchy 列であるから収束し極限点

が K に属すので K ­“ H. (2)の場合は tBnu8
n“1 が減少列であるから有限交差性を持ち, B1 が compact

であるから, やはり K ­“ H である. よってどちらの場合でも
8
č

n“1

Gn XB0 Ą K ­“ H

が成り立つ. 従って
Ş8

n“1Gn は稠密である. l

Baire のカテゴリー定理を線形写像の族に応用すると, 一様有界性の原理と呼ばれる関数解析で基本

的な定理が得られる. これを示す前に準備として同程度連続性から同程度有界性が従うことを示そう.

X, Y を位相ベクトル空間とし, Γ を X から Y への線形写像のある族とする. この時 Γ が同程度連

続 (equicontinuous) であるとは

@W P N0pY q : DVN0pXq : @Λ P Γ : ΛpV q Ă W

が成り立つ時を言う.
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Theorem 2.1.4 X, Y を位相ベクトル空間とし, Γ を X から Y への線形写像のある族とする. Γ が

同程度連続ならば, X の有界部分集合 E について

F “
ď

ΛPΓ

ΛpEq

は Y の有界集合である.

Proof. W P N0pY q について V P N0pXq を, 任意の Λ P Γ について ΛpV q Ă W が成り立つように取

る. この時 E は X の有界部分集合であるから, ある t0 ą 0 で,

@t ě t0 : E Ă tV

を満たすものが存在する. よって t ě t0 と Λ P Γ について

ΛpEq Ă ΛptV q “ tΛpV q Ă tW

が成り立つので

F “
ď

ΛPΓ

ΛpEq Ă tW

が成り立つ. よって F も有界である. l

Theorem 2.1.5 (Banach-Steinhaus) X, Y を位相ベクトル空間とし, Γ を X から Y への線形写

像のある族とする. 各 x P X について Γpxq “ tΛx : Λ P Γu と置き,

B “ tx P X : Γpxq は Y の有界部分集合 u

と置く. この時 B が第 2 類ならば, Γ は同程度連続であり, B “ X が成り立つ.

Proof. W P N0pY q について平衡的な近傍 U P N0pY q を U ` U Ă W を満たすように取り

E “
č

ΛPΓ

λ´1pUq

と置く. この時

x P B ùñ Dn P N : Γpxq Ă nU

ùñ Dn P N : @Λ P Γ : Λn´1x Ă U

ùñ Dn P N : n´1x P E

ùñ Dn P N : x P nE

であるから,

B Ă

8
ď

n“1

nE

が成り立つ. B は第 2 類であるから, 少なくとも 1 つの n について nE も第 2 類である. 写像

X Q x ÞÑ nx P X は位相写像であるから集合 E も第 2 類であり, 閉集合であるから内点を持つ. 実際,

内点を持たないと仮定すると E “ E は全疎であるから, 第 1 類となって矛盾を生じる.

a P E を E の内点とし, 平衡的な V P N0pXq を a` V Ă E となるように取る. この時 V Ă ´a`E

より

ΛpV q Ă ´λa` ΛpEq Ă ´ΛpEq ` ΛpEq Ă ´U ` U “ U ` U Ă W
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これで Γ が同程度連続であることが分かった. 特に任意の x P X について txu は有界であるから,

Theorem 2.1.4より Γpxq は Y の有界部分集合となり, B “ X が成り立つ. l

X が F -空間ならば, 完備距離空間であるからX 自身は第 2 類である. 従ってこの場合 Theorem 2.1.5

の簡単な応用として, 各点 x P X で Γ が有界ならば, Γ が同程度連続になることが分かる. 詳しく述べ

ると次のようになる.

Theorem 2.1.6 (一様有界性の原理) Γ を F -空間 X から位相ベクトル空間 Y への線形写像のある

族で

Γpxq “ tΛx : Λ P Γu

は, 任意の x P X について有界であるとする. このとき Γ は同程度連続である.

Corollary 2.1.7 Γ を Banach 空間 X から Banach 空間 Y への線形写像のある族で

sup
ΛPΓ

}Λx}Y ă 8

が任意の x P X について成り立つとする. このときある定数 M ě 0 が存在し

}Λx}Y ď M}x}X , x P X and Λ P Γ

が成り立つ.

Theorem 2.1.8 X, Y を位相ベクトル空間とし, tΛu8
n“1 をX から Y への連続線形写像の列とする.

このとき次が成り立つ.

(a) C を tΛnxu が Cauchy列になるような x P X の全体とする. C が第 2 類ならば C “ X である.

(b) L を Λx “ limnÑ8 Λnx が存在するような x P X の全体とする. この時 L が第 2 類で Y が F -

空間ならば L “ X であり, Λ : X Ñ Y も連続である.

Proof. (a) Cauchy 列は有界であったから C が第 2 類であるから Banach-Stienhaus の定理 (Theorem

2.1.5) より tΛu8
n“1 は同程度連続である. また C は X の部分空間であるから稠密である. 実際, 稠密で

なければ C は X の真部分集合であり部分集合であるから内点を持たない. よって C は全疎になり第 2

類であることに矛盾する.

x P X とW P N0pY q を任意に取る. W0N0pY q をW0 `W0 `W0 Ă W を満たすように取る. tΛu8
n“1

は同程度連続であるから V P N0pXq を

@n P N : ΛpV q Ă W0

となるように取ることができる. C は稠密であるから x1 P C X px` V q が存在する. そして十分大きな

全ての m, n について

Λmx
1 ´ Λnx

1 P W0

が成り立つ. よって 十分大きな全ての m, n について

Λmx´Λnx “ pΛmx´Λmx
1q`pΛmx

1 ´Λnx
1q`pΛnx

1 ´Λnxq P ΛpV q`W0`ΛpV q Ă W0`W0`W0 Ă W

となるので tΛnxu も Cauchy 列であり, x P C である. よって C “ X が成り立つ.
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(b) 収束列は Cauchy 列であるから L Ă C である. また Y は F -空間であるから完備なので Cauchy

列は収束する. 従って C Ă L が成り立ち, 結局 L “ C である. よって L が第 2 類ならば C もそうであ

り, (a) より L “ C “ X である. 特に tΛu8
n“1 は同程度連続である. W P N0pY q に対して U P N0pY q

を U Ă W を満たすように取るそして V P N0pXq を

@n P N : ΛnpV q Ă U

が成り立つように取れば

(2.1.1) ΛpV q Ă U

が成り立つので ΛpV q Ă U Ă W が成り立つことになり Λ も連続である.

念の為に (2.1.1) が成り立つことを示しておく. x P V について Λx “ limnÑ8 Λnx であるから任意

の W 1 P N0pY q に対して Λx´ Λnx P W 1 が十分大きな全ての n について成り立つ. Λnx P ΛnpV q Ă U

であるから Λnx P pΛx ` W 1q X U となり pΛx ` W 1q X U ­“ H が成り立つ. 従って Λx P U であり,

ΛpV q Ă U が成り立つ. l

Theorem 2.1.9 X を F -空間, Y を位相ベクトル空間とする. tΛnu8
n“1 がX から Y への連続線形写

像の列で

Λx “ lim
nÑ8

Λnx

が任意の x P X について存在するならば, Λ は連続である.

Proof. Λ が線形であることは

Λpαx` βyq “ lim
nÑ8

Λnpαx` βyq “ lim
nÑ8

pαΛnx` βΛnyq “ αΛx` βΛy

より従う. X は F -空間ゆえ,第 2類であるからBanach-Steinhausの定理 (Theorem 2.1.5)より tΛnu8
n“1

が同程度連続であることが分かる.

W P N0pY q について U P N0pY q を U Ă W となるように取り V P N0pXq を

@n P N : ΛnpV q Ă U

となるように取る. この時 ΛpV q Ă U が成り立つので

ΛpV q Ă U Ă W

が成り立つことになり Λ は連続である. l

Theorem 2.1.10 X, Y を位相ベクトル空間としK Ă X は compact かつ凸とする. また Γ を X か

ら Y への連続線形写像の族で

Γpxq “ tΛx : Λ P Γu

は任意の x P K について Y の有界集合であるとする. このとき

B “
ď

xPK

Γpxq

は有界である.
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Proof. W P N0pY q を任意に取る. そして平衡的な W0, U P N0pY q を U `U Ă W0 Ă W を満たすよう

に取り

E “
č

ΛPΓ

Λ´1pUq

と置く. このとき x P K について Γpxq は有界であるから Γpxq Ă nU が成り立つ n P N が存在する.

従って

Γpxq Ă nU ùñn´1Γpxq Ă U

ùñ@Λ P Γ : n´1Λpxq Ă U

ùñ@Λ P Γ : n´1x P Λ´1pUq

ùñn´1x P
č

ΛPΓ:

Λ´1pUq Ă E

x P K ならば x P nE が少なくとも 1 つの n P N について成り立つ. よって K Ă
Ť

nPN nE が成り立ち

K “

8
ď

n“1

pK X nEq

が成り立つ. K は compact であるから F -空間 X から誘導される相対位相のもとで局所 compact

Hausdorff 空間である. よって Baire のカテゴリー定理 (Theorem 2.1.3) が適用できて, 少なくとも 1 つ

の n P N についてK XnE は K の内点を持つ. 以下 n と書いたら, この n のこととする. x0 P K XnE

を内点とし, px0 ` V q XK Ă K X nE を満たす V P mathcalN0pXq を取る.

次に K Ă x0 ` pV を満たすように p ą 0 を十分大きく取る. この時, 任意の x P K について

x´ x0 P K ´ x0 Ă pV より p´1px´ x0q P V であるから z “ x0 ` p´1px´ x0q P x0 ` V Ă かつ K の凸

性より z “ p1´ p´1qx0 ` p´1x P K が成り立つので z P K X px0 `V q Ă nE である. x “ pz´ pp´ 1qx0

であるから

Λx “pΛz ´ pp´ 1qΛx0

PpΛpnEq ´ pp´ 1qΛpnEq

ĂpnU ´ pp´ 1qnU

ĂpnU ` pnU

“pnpU ` Uq p7 U が平衡的ゆえ U も平衡的であるから ´pp´ 1qnU Ă pnUq

ĂtpnW0

従って Bpn Ă W0 となるがW0 へ平衡的であるから t ě pn についてB Ă tW0 Ă tW が成り立つ. よっ

て B は有界である. l

2.2 開写像定理

pS, τSq, pT, τT q を位相空間とする. 写像 f : S Ñ T が点 p P S で開 (open at p) であるとは,

@V P ÑppSq : fpV q P ÑfppqpT q

が成り立つ, つまり p の近傍の像が fppq の近傍である時を言う. また単に開写像 (open mappig) であ

るとは

@G P τS : fpGq P τT
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つまり開集合の像が開集合となる時を言う. このとき

f が open ðñ f が各 p P X で open

が成り立つことが容易に分かる. また f : S Ñ T が連続で全単射のとき f が位相写像である為の必要十

分条件は f が開写像であることである.

X, Y が位相ベクトル空間で写像 f : X Ñ Y が線形ならば f が開写像である為の必要十分条件は f

が 0 で開であること.

Theorem 2.2.1 (開写像定理) X を F -空間, Y を位相ベクトル空間, そして写像 Λ : X Ñ Y は連続

線形であるとする. このとき ΛpXq が第 2 類ならば Λ は開写像であり ΛpXq “ Y が成り立つ. また Y

も F -空間である.

Proof. V P N0pXq を任意に取り, ΛpV q が Y に於ける 0 の近傍を含むことを示そう. もしこれが示さ

れれば f は 0 で開であるから, 線形性より開写像になる. 従って ΛpXq は開集合であり Y の部分空間

であるから ΛpXq “ Y が成り立つ.

X の平行移動に関して不変な距離 d で X に位相と適合するものを取る. V0 “ tx P X : dpx, 0q ă

ru Ă V となるように r ą 0 を取り,

Vn “ tx P X : dpx, 0q ă 2´nru

と置く. このとき Vn`1 ´ Vn`1 Ă Vn より

(2.2.1) ΛpVn`1q ´ ΛpVn`1q Ă ΛpVn`1q ´ ΛpVn`1q Ă ΛpVnq

が成り立つ.

さて V2 は 0 の近傍ゆえX “
Ť8

k“1 kV2 が成り立つ ()ので

ΛpXq “

8
ď

k“1

kΛpV2q

である. ここで ΛpXq は第 2 類であるから少なくとも 1 つの k について kΛpV2q は第 2 類である. よっ

て ΛpV2q もそうであり, 特に ΛpV2q は内点を持つ. (実際, 持たなければ全疎になり第 1 類となり矛盾を

生じる.) a`W Ă ΛpV2q を満たす a P ΛpV2q とW P N0pY q 存在するので

(2.2.2) W Ă W ´W “ pa`W q ´ pa`W q Ă ΛpV2q ´ ΛpV2q Ă ΛpV1q

となる.

次に ΛpV1q Ă ΛpV q を示そう. 始めに y1 P ΛpV1q を任意に取る. そして帰納的に yn P ΛpVnq が定

まったとして xn P Vn と yn`1 P ΛpVn`1q を以下のように取る. まず前段で示したのと同様に ΛpVn`1q

も 0 P Y の近傍を含むので

pyn ´ ΛpVn`1qq X ΛpVnq ­“ H

そこで xn P V を Λxn P yn ´ ΛpVn`1q となるように取る. そして yn`1 “ yn ´ Λxn と置くと,

yn`1 P ΛpVn`1q である.

さて xn P Vn より dpxn, 0q ă 2´nr が成り立つので

x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn
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は Cauchy 列である. X は F -空間であるから完備であるので

x “ lim
nÑ8

px1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq

が存在し dpx, 0q ă r が成り立つので x0 P V0 Ă V である.

m
ÿ

n“1

Λxn “

m
ÿ

n“1

pyn ´ yn`1q “ y1 ´ ym`1

に於いて m Ñ 8とすれば左辺は Λxに収束するので ym`1 も収束するが, ym`1 P ΛpVm`1qと Λの連続

性より ym`1 Ñ 0 である. よって y1 “ Λx P ΛpV q が成り立つ. y1 P ΛpV1q の任意性より ΛpV1q Ă ΛpV q

が成り立ち, (2.2.2) と合わせてW Ă ΛpV q となり, Λ は 0 で開である.

次に N “ KerΛ と置いて, π : X Ñ X{N を商写像とする. このとき f : X{N Ñ Y を

fpπpxqq “ pfpx`Nq “qΛx

と定義する. ΛpXq “ Y より f は全射であり, 単射であることも容易に分かる. また V Ă Y が開集合な

らば

f´1pV q “ πpΛ´1pV qq

に於いて Λ´1pV q は開集合であり, π は開写像ゆえ, 右辺は X の開部分集合である. よって f は連続で

ある. 次に E Ă X{N が開集合ならば

fpEq “ Λpπ´1pEqq

に於いて π の連続性より π´1pEq は開集合であり λ は開写像ゆえ, 右辺は Y の開部分集合である. 従っ

て f は開写像であり, 連続な全単射であるから f は位相写像である. X は F -空間であるから Theorem

1.8.1 (d) よりX{N も F -空間である. 以上より Y は F -空間 X{N の位相写像による像であるから, や

はり F -空間である. l

開写像定理の簡単な帰結を述べておこう.

Corollary 2.2.2 X, Y が F -空間で写像 Λ : X Ñ Y は連続線形であるとする. この時 Λ が全射なら

ば Λ は開写像であり, さらに Λ が単射ならば Λ は位相写像である.

Corollary 2.2.3 X, Y が Banach 空間で写像 Λ : X Ñ Y は連続線形な全単射であるとする. この時,

定数 a, b ą 0 が存在して

a}x} ď }Λx} ď b}x}, x P X

が成り立つ.

Corollary 2.2.4 X がベクトル空間で τ1, τ2 を X の位相で τ1 Ă τ2 であるとする. このとき pX, τ1q,

pX, τ2q がともに F -空間であれば τ1 “ τ2 が成り立つ.

Proof. 恒等写像 idX : pX, τ2q Ñ pX, τ1q は, 連続線形で全単射であるから Corolalry 2.2.2 より位相に

なる. 従って τ1 “ τ2 が成り立つ. l
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2.3 閉グラフ定理

X, Y を集合とし写像 f : X Ñ Y について

Gf “ tpx, fpxqq P X ˆ Y : x P Xu

を X のグラフ (graph) と呼ぶ.

X, Y が位相空間の場合 X ˆ Y には積位相を導入したとしよう. このとき f : X Ñ Y が連続ならば

G は X ˆ Y の閉集合になることが予想できる. 実際に Y が Hausdorff 空間の場合には, この事実が成

り立ち証明も難しくはない.

Proposition 2.3.1 X を位相空間とし Y を Hausdorff 空間とする. このとき写像 f : X Ñ Y が連続

ならば, そのグラフは積位相空間 X ˆ Y の閉集合である.

Proof. px0, y0q R G を任意に取ると, y0 ­“ fpx0q であるから y0 の近傍 U と fpx0q の近傍 V を

U X V “ H となるように取ることができる. f の連続性より x0 の近傍 W を fpW q Ă V となるよう

に取れるが, この時 W ˆ U は px0, y0q のX ˆ Y に於ける近傍であり, fpW q Ă V と U X V “ H より

W ˆU XG “ H である. 従って px0, y0q はGc の内点であり, px0, y0q P Gc の任意性より Gc は開集合

になる. よって G は閉集合である. l

X, Y が位相ベクトル空間で f が線形の場合には, 上の Proposition 事実の逆が成り立つ. つまり G

が閉集合ならば f は連続になる.

Theorem 2.3.2 (閉グラフ定理) X, Y を F -空間で写像 Λ : X Ñ Y は線形とする. このとき G “

tpx,Λxq : x P Xu が X ˆ Y の閉部分集合ならば Λ は連続である.

Proof. X ˆ Y は

αpx1, y1q ` βpx2, y2q “ pαx1 ` βx2, αy1 ` βy2q

と定義して, 和とスカラー倍を導入することによりベクトル空間となる. また dX , dY で X, Y の平行

移動に関して不変な距離でそれぞれの位相と適合するものを表そう. そして

dppx1, y1q, px1, y1qq “ dXpx1, x2q ` dY py1, y2q

と置くことにより, X ˆ Y に距離を導入すればX ˆ Y も F -空間である.

さて Λ は線形であるから

αpx1,Λx1q ` βpx2,Λx2q “ pαx1 ` βx2, αΛx1 ` βΛx2q “ pαx1 ` βx2,Λpαx1 ` βΛx2qq

より αG` βG Ă G が成り立つのでG は X ˆ Y の部分空間である. そして仮定より閉集合であるから,

G は F -空間 X ˆ Y の閉部分空間であるから, やはり F -空間である. π1 : G Ñ X, π2 : X ˆ Y Ñ Y を

π1px,Λxq “ x, π2px, yq “ y

と定義すると, π1 は F -空間 G から F -空間 X への連続線形な全単射であるから位相写像になり

π´1 : X Ñ G も連続である. また π2 も連続であるから, Λ “ π2 ˝ π´1 も連続である. l
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閉グラフ定理 Theorem 2.3.2 に於いてX ˆ Y は F -空間であるから, 距離空間として良い. 距離空間

に於いては, 閉集合である為の必要十分条件は収束点列の極限点が, その集合に再び属すことであるか

ら, G が閉集合である為の必要十分条件として

x “ lim
nÑ8

xn と y “ lim
nÑ8

Λxn が存在すれば y “ Λx

を採用できる.

X, Y , Z をベクトル空間とする. この時, 写像 B : xˆ Y Ñ Z が双線形 (bilinear) であるとは x P X

を固定するごとに Bpx, yq が y について線形, つまり

Bpx, αy1 ` βy2q “ αBpx, y1q ` βBpx, y2q for y1, y2 P Y, α, β P Φ

と, y P Y を固定するごとに Bpx, yq が x について線形, つまり

Bpαx1 ` βx2, yq “ αBpx1, yq ` βBpx2, yq for x1, x2 P X, α, β P Φ

が成り立つ時を言う. これは x P X, y P Y について Bx : Y Ñ Z, By : X Ñ Z を

Bxpyq “ Bpx, yq, Bypxq “ Bpx, yq

と定義するとき, これらの写像が全て線形になることと言い換えることができる.

X, Y , Z が位相ベクトル空間の時, Bx, By が全ての x P X, y P Y について連続である時, B は各変

数ごとに連続 (separately continuous) であると言う. もちろん B : X ˆ Y Ñ Z が連続, つまりX ˆ Y

の積位相のもとで連続ならば, 各変数ごとに連続である. Banach-Steinhaus の定理の応用として X, Y

のどちらか一方が F -空間で, もう一方が距離化可能のときに各変数ごとの連続性から B の連続性が導

かれることを示そう.

Theorem 2.3.3 X を F -空間, Y , Z を位相ベクトル空間とする. この時 B : X ˆ Y Ñ Z が双線形で

各変数ごとに連続であれば

pxn, ynq Ñ px0, y0q ùñ Bpxn, ynq Ñ Bpx0, y0q

が成り立つ. もし Y が距離化可能ならば, B は連続である.

Proof. U,W P N0pZq を U ` U Ă W を満たすように取る. 各 n P N について

bnpxq “ Bpx, ynq, x P X

と置くと, 各 x P X を固定するごとに

lim
nÑ8

bnpxq “ lim
nÑ8

Bpx, ynq “ Bpx, y0q

が成り立つことが, B の各変数ごとに関する連続性より従う. よって xを固定するごとに tbnpxq : n P Nu

は Z の有界集合であり, X は F -空間ゆえ第 2 類であるから Banach-Steinhaus の定理 (Theorem 2.1.5

) より tbnu は同程度連続である. よって V P N0pXq を

@n P N : bnpV q Ă U

が成り立つように取れる. ここで

Bpxn, ynq´Bpx0, y0q “ Bpxn, ynq´Bpx0, ynq`Bpx0, ynq´Bpx0, y0q “ bnpxn´x0, y0q`Bpx0, yn´y0q



2.3. 閉グラフ定理 55

に於いて, 十分大きな全ての n について xn ´ x0 P V より bnpxn ´ x0, y0q P bnpV q Ă U . また

Y Q y ÞÑ Bpx0, yq P Z の連続性より, Bpx0, yn ´ y0q P U が, やはり十分大きな全ての n について成り

立つ. よって

Bpxn, ynq ´Bpx0, y0q P U ` U Ă W

となり, 点列に関する連続性 Bpxn, ynq Ñ Bpx0, y0q が成り立つ.

もし Y が距離化可能ならば, X もそうであるから, X ˆ Y も距離化可能であり, 点列に関する連続性

と連続性は同値であるから, B は連続である. l
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この章ではベクトル空間の最も重要なクラスと言っても過言ではない局所凸位相ベクトル空間の性

質を取り扱う. 主なものとしては (a) 連続線形汎関数の存在を保証する Hahn-Banach の定理, (b) 双

対空間の単位球の compact 性を示す Banach-Alaoglu の定理, (c) 凸集合の extreme points に関する

Krein-Milman の定理である.

3.1 Hahn-Banach の定理

位相ベクトル空間 X の双対空間 (dual space) とは X 上の連続線形汎関数の全体がなす集合で,

Λ1,Λ2 P X˚, α P Φ について

pΛ1 ` Λ2qx “ Λ1x` Λ2x, pαΛqx “ αΛx

と定義することによりベクトル空間である.

以下では複素ベクトル空間は, スカラーを実数に制限することにより実ベクトル空間とみなせるこ

とに注意しよう. そして一時的に次の用語を用いる. 複素ベクトル空間の加法的汎関数 Λ : X Ñ R
(Λpx ` yq “ Λx ` Λy が成り立つと言う意味である) が実線形 (real linear) であるとは Λpαxq “ αΛx

が任意の x P X と α P R について成り立つ時を言う. 同様複に複素ベクトル空間の加法的汎関数

Λ : X Ñ C が複素線形であるとは Λpαxq “ αΛx が任意の x P X と α P C について成り立つ時を言う.

さて f : X Ñ C が複素線形の時, u “ Re f は実線形であることは容易に分かる. そして upixq “

Re fpixq “ Re pifpxqq “ ´Imfpxq より

fpxq “ upxq ´ iupixq

が成り立つ. 逆に u : X Ñ R が実線形の時, fpxq を上式で定義すれば

fppa` ibqxq “uppa` ibqxq ´ iupipa` ibqxq

“aupxq ` bupixq ´ itaupixq ´ bupxqu

“pa` ibqupxq ` pb´ iaqupixq

“pa` ibqtupxq ´ iupixqu “ pa` ibqfpxq

より複素線形である.

以上より複素位相ベクトル空間 X の複素線形汎関数 f が連続である為の必要十分条件は, その実部

u “ Re f が連続の時であることである. また連続な実線形汎関数 v について g P X˚ で v “ Re g とな

るものが一意的に存在する.
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Theorem 3.1.1 (Hahn-Banachの定理) X を実ベクトル空間とし, p : X Ñ R は任意の x, y P X と

t ą 0 について

ppx` yq ď ppxq ` ppyq, pptxq “ tppxq

を満たすとする. また M を X の部分空間とし, f を M 上の線形汎関数で, M 上 fpxq ď ppxq が成り

立つとする. このときX 上の線形汎関数 Λ でM 上 Λ “ f かつ

´pp´xq ď Λx ď ppxq for x P X

が成り立つものが存在する.

Proof. M “ X の場合は Λ “ f と置けば良い. このとき確かめなければならないのは´pp´xq ď Λx の

みであるが, これは Λx ď ppxq において x の代わりに ´x を代入すれば,

´Λx “ Λp´xq ď pp´xq

より直ちに従う.

M ­“ X の場合は

P “ tpM̃, f̃q : M̃ は X の部分空間, f̃ は M̃ 上の線形汎関数で f̃pxq ď ppxq を満たす. u

pM̃1, f̃1q, pM̃1, f̃1q P P について pM̃1, f̃1q ď pM̃1, f̃1q とは

M̃1 Ă M̃2 and f̃2 “ f̃1 on M̃1

が成り立つときと定義すれば, ď は P の順序であり, この順序のもとで P は半順序集合である.

次に P が帰納的順序集合であることを示そう. つまり Q を P の全順序部分集合として Q が上界を
持つことを示そう.

M̂ “
ď

pM̃,f̃qPQ

M̃

と置き, x P M̂ について x P M̃ を満たす pM̃, f̃q P Q を取り f̂pxq “ f̃pxq と置く. f̂pxq が pM̃, f̃q のと

り方に依らず定まることは次のようにして分かる. pM̃1, f̃1q, pM̃2, f̃2q P Q が x P M̃1 かつ x P M̃2 とす

れば, Q が全順序部分集合であることより pM̃1, f̃1q ď pM̃2, f̃2q, pM̃2, f̃2q ď pM̃1, f̃1q のどちらかが成り

立つ. 前者の場合は M̃1 Ă M̃2 で M̃1 上で f̃2 “ f̃1 であるから f̃1pxq “ f̃2pxq が成り立つ. 後者の場合

も同様にして f̃1pxq “ f̃2pxq が成り立つ. さて以上のように定義された pM̂, f̂q について

@pM̃, f̃q P Q : pM̃, f̃q ď pM̂, f̂q

が成り立つので pM̂, f̂q はQ の上界である.

さて P は帰納的順序集合であるから Zorn の補題により極大元 pM̌, f̌q が存在する. このとき M̌ ­“ X

ならば f̌ を M̌ を真に含む部分空間に f̌ ď p を保ったまま拡張できることを示そう. もしこれができれ

ば, pM̌, f̌q の極大性に矛盾するので, 結局 M̌ “ X が従う. そして Λ “ f̌ と置けば, Λx “ fpxq ď ppxq

を満たし, これより ´pp´xq ď Λx が成り立つことも前と同様にして分かる.

前段までの議論により結局, M ­“ X の時, x1 P XzM を取り

M1 “ tx` tx1 : x P M, t P Ru
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と置くとき, f が f ď p を保ったままM1 に拡張できることを示せば良いことになる. そこでもしこの

ような拡張 f1 が存在したと仮定すれば

f1px` tx1q “ f1pxq ` tf1px1q “ fpxq ` tf1px1q, x P M, t P R

であるから, 問題は M1 上で f1 ď p を満たすためには f1px1q をどのように置けば良いのか, という問

題に還元される. これは

fpxq ` tf1px1q “ f1px` tx1q ď ppx` tx1q@t P R

という不等式が t “ 0 の時は定理の仮定より成り立つので, t ą 0 と t ă 0 の場合を考えれば良いが t ą 0

の時は,

f1px1q ď
1

t
tppx` tx1q ´ fpxqu “ ppt´1x` x1q ´ fpt´1xq @x P M

と同値変形されるが, x が M を動くとき, t´1x も M を動くので,

f1px1q ď ppx` x1q ´ fpxq @x P M

とさらに変形される. 同様に t ă 0 の時も

f1px1q ě
1

t
tppx` tx1q ´ fpxqu “ ´pp|t|´1x´ x1q ` fp|t|´1xq @x P M

ðñf1px1q ě“ fpxq ´ ppx´ x1q @x P M

となるので, 結局

sup
xPM

tfpxq ´ ppx´ x1qu ď α ď inf
xPM

tppx` x1q ´ fpxqu

を満たす α を取り f1px1q “ α と置けば良いことになる. 但し上式において sup ď inf となることを確

かめておく必要があるが, これは x, y P M について

fpxq ` fpyq “ fpx` yq ď ppx` yq ď ppx` x1q ` ppy ´ x1q

より

fpyq ´ ppy ´ x1q ď ppx` x1q ´ fpxq

が成り立つことより従う.

以上の予備的な考察のもとで α を上の不等式を満たすように取り

f1px` tx1q “ fpxq ` tf1px1q

と置けば M1 上で線形であり t ą 0 のときは

f1px` tx1q “ fpxq ` tf1px1q ď fpxq ` ttppy ` x1q ´ fpyqu @y P M

が成り立つので, y “ t´1x を代すれば

f1px` tx1q ď fpxq ` ttppt´1x` x1q ´ fpt´1xqu “ fpxq ` ppx` tx1q ´ fpxq “ ppx` tx1q

が成り立つ. 同様に t ă 0 の時は

f1px` tx1q “ fpxq ` tf1px1q ď fpxq ` ttfpyq ´ ppy ´ x1qu @y P M

が成り立つので, y “ |t|´1x を代すれば

f1px` tx1q ď fpxq ´ |t|tfp|t|´1xq ´ pp|t|´1x´ x1qu “ fpxq ´ tfpxq ´ ppx` tx1qu “ ppx` tx1q

が成り立つ. l
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Theorem 3.1.2 X を位相ベクトル空間とし, p を X 上のセミノルムとする. また M を X の部分空

間とし, f :M Ñ Φ を線形汎関数でM 上 |f | ď p を満たすとする. このとき Λ P X˚ でM 上で Λ “ f

を満たし, X 上で |Λ| ď p を満たすものが存在する.

Proof. X が実ベクトル空間の時は, Throem 3.1.1 における Λ を取れば, ´pp´xq ď Λx ď ppxq が成り

立つ. p はセミノルムであったから pp´xq “ ppxq ゆえ, これより直ちに ´ppxq ď Λx ď ppxq, つまり

|Λx| ď ppxq が成り立つ.

X が複素ベクトル空間の場合は, u “ Re f と置くと |u| ď |f | ď p が成り立つ. そこで係数体を C か
ら R に制限して X を実ベクトル空間とみなせば, 前段で示したようにこの場合には定理が成り立つの

で実線形な汎関数 U : X Ñ R でM 上 U “ u, X 上 |U | ď p が成り立つものが存在する. このとき

Λx “ Upxq ´ iUpixq と置けば, Throem 3.1.1 の直前で示したように Λ は複素線形である. また任意の

x P X と θ P R について

Upxq cos θ ` Upixq sin θ “ Upeiθxq ď ppeiθxq “ ppxq

が成り立つので, 特に

|Λx| “
a

Upxq2 ` Upixq2 “ max
θPR

tUpxq cos θ ` Upixq sin θu ď ppxq

が成り立つ. l

Corollary 3.1.3 X をノルム空間とし, x0 P Xzt0u とすると Λ P X˚ で Λx0 “ }x0} かつ X 上

|Λx| ď }x} を満たすものが存在する.

Proof. M “ ttx0 : t P Φu, f : M Ñ Φ を fptx0q “ t}x0} と置けば |fptx0q| “ }tx0} が成り立つので

Theorem 3.1.2 をすれば良い. l

Theorem 3.1.4 X を位相ベクトル空間で A, B を X の凸部分集合で AXB “ H を満たすとする.

(i) A が開集合ならば λ P X˚ と γ P R で

ReΛx ă γ ď ReΛy, x P A and y P B

が成り立つものが存在する.

(ii) A が compact で B が閉集合かつX が局所凸ならば Λ P X˚ と γ1, γ2 P R で

ReΛx ď γ1 ă γ2 ď ReΛy, x P A and y P B

が成り立つものが存在する.

Proof. X が実ベクトル空間の時, a0 P A, b0 P B を取り, x0 “ b0 ´ a0 とおくと V “ A´B ` x0 は, A

が開集合であるから, 開集合であり, 0 P V ゆえ, 0 の近傍であり凸である. 従って V の Minkowski 汎

関数を p と置く, つまり

ppxq “ inftt ą 0 : x P tV u
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と置けば Theorem 1.7.3 より

pptxq “ tppxq @x P X and t ě 0

ppx` yq ď ppxq ` ppyq

が成り立つ. さらに C は 0 を元に持つ凸開集合であるから

tx P X : ppxq ă 1u “ V Ă tx P X : ppxq ď 1u

が成り立つ. このとき x0 R V ゆえ ppx0q ě 1 である. またM “ ttx0 : t P Ru fptx0q “ t と置けば t ą 0

の時は ppx0q ě 1 より, また t ă 0 のときは fptx0q “ t ă 0 ď pptx0q より

fptx0q ď pptx0q @t P R

が成り立つ. 従って Theorem 3.1.1 より f の拡張 Λ : X Ñ R で X 上 Λ ď p が成り立つものが存在

する. 特に V 上で Λ ď p ď 1 であるから ´V 上では Λ ě ´1 が成り立つ. よって 0 の近傍である

V X p´V q 上で |Λ| ď 1 が成り立つから Λ は連続であり, Λ˚ P X˚ が成り立つ. また a P A, b P B につ

いて a´ b` x0 P V より

Λa´ Λb` 1 “ Λpa´ b` x0q ď ppa´ b` x0q ă 1

となり

Λa ă Λb @a P A, b P B

である. ΛpAq, ΛpBq はともに, R の凸集合であり, ΛpBq の左に ΛpAq がある. そして ΛpAq が開集合

であることより γ “ inf ΛpBq と置けば,

Λa ă γ ď Λpbq @a P A, b P B

が成り立つ.

(ii) Theorem 1.3.6と X の局所凸性より 0 の凸近傍 V を pA`V q X pB`V q “ H となるように取る

ことができる. そこで (i) を A ` V と B ` V に適用し, Λ P X˚ を取れば, ΛpA ` V q, ΛpB ` V q はと

もに R の凸開部分集合ゆえ, 開線分であり交わらず, ΛpA` V q は ΛpB ` V q の左側にある. また ΛpAq

は開線分 ΛpA` V q に含まれる有界閉区間であるから γ1, γ2 を

max γpAq ă γ1 ă γ2 ă supΛpA` V q

を満たすように取れば良い.

X が複素ベクトル空間の場合はX のスカラーを R に制限して実ベクトル空間とみなして, 前半の議

論を適用すると, 連続な実線形汎関数 Λ1 : X Ñ R で要求する不等式を満たすものが存在する. このと

き Λx “ Λ1pxq ´ iΛpixq と置けば良い. l

Corollary 3.1.5 X が局所凸位相ベクトル空間ならばX˚ は X の点を分離する. つまり任意の x1, x2 P

X, x1 ­“ x2 についてある Λ P X˚ で Λx1 ­“ Λx2 を満たすものが存在する.

Proof. A “ tx1u, B “ tx2u と置いて, Theorem 3.1.4 の (ii) を適用すれば直ちに従う. l

Theorem 3.1.6 X は局所凸位相ベクトル空間でM をその部分空間とし x0 P XzM とする. このとき

Λ P X˚ で Λx0 “ 1 かつM 上 Λ “ 0 を満たすものが存在する.
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Proof. A “ tx0u, B “ M と置いて, Theorem 3.1.4 の (ii) を適用すれば Λ0 P X˚ と γ1, γ2 P R で

ReΛ0x0 ď γ1 ă γ2 ď ReΛ0x, x P M

が成り立つものが存在する. ここで Λ0pMq は Φ “ R または C の部分空間であり, 上の不等式を満たす

ので t0u である. つまり M 上 Λ0 “ 0 である. そこで Λ “ pΛ0x0q´1Λ0 と置けば良い. l

Theorem 3.1.7 X は局所凸位相ベクトル空間でM をその部分空間とし f : M Ñ Φ を連続な線形汎

関数とすると, Λ P X˚ で M 上 Λ “ f となるものが存在する.

Proof. f “ 0 の時は Λ “ 0 と置けば良いので, f ­“ 0 とする. このときM0 “ tx P M : fpxq “ 0u と

置くと, f の連続性より M0 は M の相対位相に関する閉部分空間であるから X の閉部分空間でもあ

る. x0 P M を fpx0q “ 1 となるように取ると x P M について x ´ fpxqx0 P M0 が成り立つ. ここで

Theorem 3.1.6 を用いて Λx0 “ 1 を満たす Λ P X˚ を取れば x P M について

Λx´ fpxq “ Λx´ fpxqΛx0 “ Λpx´ fpxqx0q0

が成り立つので M 上 Λ “ f である. l

Theorem 3.1.8 X は局所凸位相ベクトル空間で B を凸平衡的な閉部分集合とする. このとき任意の

x0 P XzB について Λ P X˚ で B 上 |Λ| ď 1 かつ Λx0 ą 1 を満たすものが存在する.

Proof. A “ tx0u と置いて, Theorem 3.1.4 の (ii) を適用すれば Λ1 P X˚ と γ1, γ2 P R で

ReΛ1x0 ă γ1 ă γ2 ă ReΛ1x @x P B

を満たすものが存在する. このとき B が平衡的であるから Λ1pBq も Φ “ R または C の平衡的な
部分集合であるから, それぞれ 0 に関して対称な区間または原点を中心とする円板である. そこで

r “ supt|w| : w P ΛpBqu と置けば |Λ1x0| ą r である. よって ρeiθ “ Λ1x0 を満たす ρ ą 0 と θ P R を
取り Λ “ e´iθr´1Λ1 と置けば要求された性質を持つ. l

3.2 弱位相

X を集合とし, τ1, τ2 を X 上の位相とする. このとき τ1 が τ2 より弱いとは τ1 Ă τ2 が成り立つ時を

言う. id で X 上の恒等写像を表すとき

τ1 Ă τ2 ðñ id : pX, τ1q Ñ pX, τ2q が開写像 ðñ id : pX, τ2q Ñ pX, τ1q が連続写像

が成り立つ. この節では, 集合 X に 2 つの位相が定義されているとして, その強弱の判定や一致する条

件などを扱う.

Proposition 3.2.1 τ1, τ2 を集合 X 上の位相で τ1 Ă τ2 とする. このとき pX, τ1q が Hausdorff 空間

で, pX, τ2q は compact 空間ならば, τ1 “ τ2 が成り立つ.
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Proof.

F が τ2-閉 ùñF が τ2-compact p7 compact空間の閉集合は compactq

ùñF が τ1-compact p7 τ1-開被覆は τ2-開被覆 q

ùñF が τ1-閉 p7 Hausdorff空間において compact 集合は閉 q

であるから τ2 Ă τ1 が成り立つ. l

Proposition 3.2.2 X を位相ベクトル空間とし, N をその閉部分空間とし, π : X Ñ X{N を商写像と

する. X{N の商位相 τX{N “ tG : G Ă X{N, π´1pGq は X の開集合 u は π が連続となる最強の位相

であり, π が開写像となる最弱の位相である. つまり π : X Ñ X{N が連続となる X{N の位相を τ 1 と

すれば τ 1 Ă τX{N が成り立ち, π : X Ñ X{N が開写像となる X{N の位相を τ2 とすれば τn Ă τ2 が

成り立つ.

証明は容易であるから省略する.

X を集合とし F をX からある位相空間 Yf への写像 fX :Ñ Yf の族とする. この時

f´1pV q, V は Yf の開集合

の形の集合の有限個の共通部分の全体を τ と置けば, τ は §1.1の pT 1q-pT 3q を満たすX の位相である.

この位相 τ は f P F を連続にする最弱の位相であるから F により誘導される弱位相 (weak topology)

または F-位相と言う.

F-位相の典型的な例としては txαuαPA を位相空間の族として, 直積 X “ ΠαPAXα の直積位相がそう

である. これは各 α P A について射影を πα : X Ñ Xα と置くとき, πα が連続となる最弱の位相, つま

り tπαuαPA-位相である.

さて ΠαPAXα 上の直積位相を τ と置けば各 Xα が compact のとき ΠαPAXα も Tychonoff の定理よ

り compact である. また各 Xα が Hausdorff 空間のとき ΠαPAXα も Hausdorff 空間である.

Proposition 3.2.3 各 α P A についてXα が compact Hausdorff 空間とし, τ をΠαPAXα 上の直積位

相とする. τ 1 が ΠαPAXα の位相で, τ Ă τ 1 かつこの位相のもとで ΠαPAXα が compact ならば τ 1 “ τ

Proof. Proposition 3.2.1 を用いれば直ちに従う. l

Proposition 3.2.4 F を集合 X からある Hausdorff 空間 Yf への写像 fX :Ñ Yf の族とする. この

とき F が X の点を分離すれば F-位相は X の Hausdorff 位相である.

Proof. a, b P X, a ­“ b について f P mathcalF を fpaq ­“ fpbq となるように取る. また Yf における a

の近傍 V と b の近傍 W を V X W “ H を満たすように取れば f´1pUq, f´1pW q はそれぞれ X にお

ける a, b の F-近傍であり, f´1pUq X f´1pW q “ H である. よって F-位相は Hausdorff である. l

Proposition 3.2.5 X が compact 位相空間で tfnu8
n“1 がX 上の連続関数列で, X の点を分離するな

らばX は距離化可能である.
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Proof. X 本来の位相を τ と置く. X は compact ゆえ fnpXq は R の compact 部分集合であるから,

始めから |fn| ď 1 と仮定して良いこの時

dpp, qq “

8
ÿ

n“1

1

2n
|fnppq ´ fnpqq|, p, q P X

と置けば, tfnu8
n“1 の τ -連続性より d : X ˆX Ñ R も τ -連続である. また 0 ď dpp, qq, dpp, qq “ dpq, pq,

dpp, qq ď dpp, rq ` dpr, qq を満たすことは容易に分かる. さらに tfnu8
n“1 が X の点を分離することから

“dpp, qq “ 0 ðñ p “ q” が成り立つので d は距離である. 従って Bρppq “ tq P X : dpp, qq ă ρu は τ -開

集合になり, d が導入する位相を τd と置けば, τd Ă τ が成り立つ. 逆の包含関係は τd が Hausdorff 位

相であり, τ が compact 位相であるので Proposition 3.2.1 より従う. l

Proposition 3.2.6 Λ,Λ1, . . . ,Λm をベクトル空間 X の線形汎関数とし

N “ tx P X : Λ1x “ 0, . . . ,Λmx “ 0u

と置く. この時, 次の 3 条件は互いに同値.

(i) Dα1, . . . , αm P Φ : Λ “ α1Λ1 ` ¨ ¨ ¨ ` αmΛm.

(ii) Dγ ą 0 : @x P X : |Λx| ď γmaxj“1,...,m |Λjx|.

(iii) @x P N : Λx “ 0.

Proof. (i) ùñ (ii) ùñ (iii) が成り立つことは容易に分かるので省略する. (iii) を仮定して (i) を示そ

う. π : X Ñ Φm を

πpxq “ pΛ1x, . . . ,Λmxq

で定義すると

πpxq “ πpx1q ðñx´ x1 P N

ùñΛx “ Λx1 p7 by (iii)q

より, f : πpXq Ñ Φ を fpπpxqq “ Λx と定義でき線形汎関数になる. f を Φm に拡張したものを F と

置けば Φm の座標を py1, . . . , ymq とすれば, ある α1, . . . , αm P Φ により F “ α1y1 ` ¨ ¨ ¨ ` αmym と表

せるので

Λx “ F pπpxqq “ α1Λ1x` ¨ ¨ ¨ ` αmΛmx

が成り立つ. l

Theorem 3.2.7 X をベクトル空間とし, X 1 を X の線形汎関数よりなるベクトル空間で, X 1 は X の

点を分離するとする. この時 X 1-位相のもとで X は局所凸位相ベクトル空間であり, X の双対空間は

X 1 と一致する.

Proof. X 1-位相とは有限個の Λ1, . . . ,Λm P X 1 と r1, . . . , rm ą 0 について V “ tx P X : |Λ1x| ă

r1, . . . , |Λmx| ă rmu と表せる凸集合の族 B を近傍基とする位相である. 従って Theorem 1.3.14 の

pLB1q, pLB2q, pLB31q, pLB4q-pLB7q を満たすことを示せば良いが, pLB7q を以外の条件が満たされる

ことは容易である. また pLB7q は, X 1 が分離的であることより従う. よって X 1-位相のもとで, X は局

所凸位相ベクトル空間である.
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さて Λ P X 1 は X 1-位相のもとで連続であるから Λ P X˚ である. 従って X 1 Ă X˚ が成り立つ. 逆に

Λ P X˚ ならば, Λ1, . . . ,Λm P X 1, r1, . . . , rm ą 0 を

|Λx| ď 1 on V “ tx P X : |Λ1x| ă r1, . . . , |Λmx| ă rmu

が成り立つように取る. この時 x P X について R ą maxj“1,...,m |Λjx| を満たす R を取り r “

minj“1,...,m rj と置くと r
Rx P V が成り立つ. 実際

ˇ

ˇ

ˇ
Λj

´ r

R
x

¯ˇ

ˇ

ˇ
“

r

R
|Λjx| ď r ď rj

である. 従って
ˇ

ˇΛ
`

r
Rx

˘ˇ

ˇ ď 1 となるので

|Λx| ď
R

r

が成り立つ. R Ñ maxj“1,...,m |Λjx| とすれば

|Λx| ď
1

r
max

j“1,...,m
|Λjx|

が成り立つことが分かる. よって Proposition 3.2.6よりある α1, . . . , αm P ΦについてΛ “ α1Λ1 ` ¨ ¨ ¨ `

αmΛm となる. X 1 はベクトル空間であるから, この表示より Λ P X 1 が従う. よって X˚ Ă X 1 が成り

立つ. l

X を位相 τ を持つ位相ベクトル空間とし, X˚ を双対空間, つまり X 上の連続線形汎関数の全体が

なすベクトル空間とする. また X˚ は X の点を分離することを仮定する. 例えば X が局所凸の場合に

は, Corollary 3.1.5 より仮定を満たす. さてこの時 X˚-位相を τw と表して X の弱位相 (weak topolgy)

と言う. Bw を

V “ tx P X : |Λ1x| ă r1, . . . , |Λ1x| ă rmu,Λ1, . . . ,Λm P X˚, r1, . . . , rm ą 0

の形の集合の全体とすれば, 弱位相 τw は Bw を近傍基とする位相である.

τ と τw の区別が必要な場合 τ のことを本来の (original)位相と言うことにする. そして本来の位相

における近傍系を表す記号NxpXq に w を付けたNw
x pXq を弱位相における近傍系を表す. 他の記号に

ついても

w- lim
nÑ8

xn “ 0 ðñ xn Ñ 0 originally ðñ @V P Nw
0 pXq : DN P N : @n ě N : xn P V

のように, w- をつけたり, originally という言葉をつけたりして弱位相に関する表現を表すことにする.

勿論 τw Ă τw であるから, Nw
x pXq Ă NxpXq が成り立つので

xn Ñ 0 originally ùñ xn Ñ 0 weakly

である.

Proposition 3.2.8 E Ă X が弱有界である為の必要十分条件は任意の Λ P X˚ が E 上で有界である

こと. つまり

@Λ P X˚ : DM ě 0 : @x P E : |Λx| ď M.

Proof. E が弱有界であるとは, 任意の V P Bw について t0 ě 0 を t ě t0 について E Ă tV が成り立つ

ように取れることであるが, V P Bw はある Λ1, . . . ,Λm P X˚, r1, . . . , rm ą 0 について

V “ tx P X : |Λ1x| ă r1, . . . , |Λ1x| ă rmu
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と表せる. また t ą 0 について

x P tV ðñ |Λjt
´1x| ă rj , j “ 1, . . . ,m ðñ |Λjx| ă trj , j “ 1, . . . ,m

であるから, E が弱有界 である為の必要十分条件は任意有限個の Λ1, . . . ,Λm P X˚ と r1, . . . , rm ą 0

についてある t0 ě 0 で

@x P E, t ě t0 : |Λjx| ă trj

となるものが存在することである. これは任意の Λ P X˚ について Λ が E 上有界であることと同値で

ある. l

さて弱位相における 0 の近傍 V “ tx P X : |Λ1x| ă r1, . . . , |Λ1x| ă rmu は集合 N “ tx P X : Λ1x “

¨ ¨ ¨ “ Λmx “ 0u を含む. N は線形写像X Q x ÞÑ pΛ1x, . . . ,Λmxq P Φm の核であるから

dimX ď m` dimN

が成り立つが, 特にX が無限次元ならば N も無限次元となり, V は無限次元部分空間を含むことにな

る. Proposition 1.6.3より t0u 以外の X の部分空間は非有界であったから, 次が成り立つことになる.

Proposition 3.2.9 X が無限次元位相ベクトル空間ならばXw は局所有界ではない.

例えば X が距離化可能ならば局所有界であるから, X と Xw は異なり, 弱位相は本来の位相より真

に弱いことになる. 逆に Theorem 3.2.7 より pXwqw “ Xw が成り立つので, 弱位相と本来の位相が一致

する空間も存在することが分かる.

Theorem 3.2.10 X を局所凸位相ベクトル空間とし, E Ă X を 凸集合とすると

Ew “ E

つまり, 弱位相における閉包は本来の位相における閉包と一致する.

Proof. Ew は E を含む, 弱閉な集合全てのの共通部分であったが, 弱閉ならば閉であるから E Ă Ew

が成り立つ.

逆の包含関係を示す為に x0 R E を任意に取る. Theorem 3.1.4 の (ii) より Λ P X˚ と γ P R を

ReΛx0 ă γ ă ReΛx, x P E

が成り立つように取る. 上式は x0 の弱近傍 tx P X : ReΛx ă γu が E と交わらないことを示している

ので, x0 R Ew が成り立つ. x0 R E の任意性よりXzE Ă XzEw となり, Ew Ă E が成り立つ. l

Corollary 3.2.11 X を局所凸位相ベクトル空間とし, E Ă X を 凸集合とすると

(i) E が本来の位相で閉 ðñ E が弱閉

(ii) E が本来の位相で稠密 ðñ E が弱位相で稠密

Proof.

E が本来の位相で閉 ðñ E “ E

ðñ Ew “ E p7 E が凸ゆえ Ew “ E q

ðñ E が弱閉
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E が本来の位相で稠密 ðñ E “ X

ðñ Ew “ X p7 E が凸ゆえ Ew “ E q

ðñ E が弱位相で稠密

l

Theorem 3.2.12 X を距離化可能な局所凸位相ベクトル空間とし, txnu8
n“1 を X の列で弱位相での

極限 w- limnÑ8 xn “ x を持つとする. この時X の列 tyiu で

(i) 各 i P N について yi は txnu8
n“1 の中の有限個の convex combination.

(ii) 本来の位相について limiÑ8 yi “ x

Proof. H を txnu8
n“1 の凸包とする. つまり txnu8

n“1 の中の有限個の convex combination の全体とす

る. また K “ Hw と置くと H の凸性より x P Hw “ H であり, X は距離化可能であるから yi P H,

i “ 1, 2, . . . を limiÑ8 yi “ x となるように取れる. l

上の定理の応用として

Theorem 3.2.13 K を compact Hausdorff 位相空間とし f, fn, n P N を K 上の連続関数で fpxq “

limnÑ8 fnpxq かつ任意の x P K, n P N について |fnpxq| ď 1 が成り立つとする. この時関数列 tgiu
8
i

で

(i) 各 i P N について gi は tfnu8
n“1 の中の有限個の convex combination.

(ii) tgiu
8
i“1 は K 上, 一様に収束する.

Proof. CpKq を K 上の複素数値連続関数の全体がなす集合とし, }f} “ supxPK |fpxq| をノルムとする

Banach 空間とみなす. この時 CpKq˚ は X 上の正則な複素 Borel 測度の全体になる. 各 µ P CpKq˚ に

ついて, 定理の仮定より Lebesgue’s dominated convergence theorem を用いて
ż

K

fnpxq dµpxq Ñ

ż

K

fpxq dµpxq

が成り立つことが分かる. つまり w- limnÑ8 fn “ f である. 従って Threorem 3.2.12より, tgiu
8
i“1 の

存在が従う. l

3.3 弱 ˚-位相と Banach-Alaoglu の定理

X を位相ベクトル空間とし X˚ をX の双対空間とする. 前節と異なり, X˚ が X の点を分離するか

どうかは, 以下の議論には殆ど影響しないので, 仮定しないでおく. さて x P X について fx : X˚ Ñ Φ

を fxpΛq “ Λx で定義すれば, fx は線形であり, tfxuxPX は X˚ の点を分離する. 実際 Λ1 ­“ Λ2 なら

ば Λ1x ­“ Λ2x となる x P X が存在する. (もし存在しなければ Λ1 “ Λ2 である.) そこでこの tfxuxPX

から誘導される tfxuxPX -位相を X˚ の弱 ˚-位相 (weak˚-topology 発音は weak star topology) と言う.

Theorem 3.2.7 より弱 ˚-位相のもとで X˚ は局所凸位相ベクトル空間であり, X˚ 上の連続線形汎関数

は, ある x P X について fx と合わせるものに限り, pX˚q˚ “ X が成り立つ.
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位相ベクトル空間 X の 0 の近傍 V について

K “ tΛ P X˚ : |Λx| ď 1 @x P V u

を V の極 (polar) と言う. polar V が凸かつ平衡的であることは明らかであろう.

Theorem 3.3.1 (Banach-Alaoglu の定理) 位相ベクトル空間 X の 0 の近傍 V について V の極は

弱 ˚-wcompact である.

Proof. 証明は compact 集合の直積が compact であるという Tychonoff の定理の簡単な応用である.

位相ベクトル空間における 0 の近傍は吸収的であるから任意の x P X について x P γpxqV となる

γpxq ě 0 が存在する. このとき γpxq“1x P V であるから

|Λx| ď γpxq x P X, λ P K

が成り立つ. そこで

P “ ΠxPXDx, Dx “ tα P Φ : |α| ď γpxqu

と置き, τ を P の直積位相とする. Φ “ R のとき Dx は有界閉区間であり, Φ “ C のとき Dx は閉円板

であるからどちらの場合でも compact であり, P も Tychonoff の定理より compact になる. P の各元

は X 上の関数 f とみなすことができ

|fpxq| ď γpxq, x P X

を満たす. また逆に上の不等式を満たす関数 f は P の元とみなすこともできる. 従ってこの同一視の

もとで K Ă X˚ X P が成り立つ. K には弱 ˚-位相と, P の位相 τ から誘導される位相の 2 つが定義さ

れるがこの 2 つが一致する. 実際 Λ0 P K について

W1 “ tΛ P X˚ : |Λxi ´ Λ0xi| ă δi, i “ 1, . . . , nu

W1 “ tf P P : |fpxiq ´ Λ0xi| ă δi, i “ 1, . . . , nu

と置いて, n P N, x1, . . . , xn P X, δ1, . . . , δn ą 0 を動かしたときのW1 X K の形の集合の全体が Λ0 に

おける K の弱 ˚-位相の近傍基であり, 同じく W2 XK の形の集合の全体が Λ0 における τ から誘導さ

れる K の位相の近傍基である. W1, W2 の定義より明らかにW1 XK “ W2 XK であるから 2 つの位

相は一致する.

次に K が閉であることを示そう. K の P における閉包を K と表し f0 P K とする. x, y P X,

α, β P Φ, ε ą 0 について

|fpxq ´ f0pxq| ă ε, |fpyq ´ f0pyq| ă ε, |fpαx` βyq ´ f0pαx` βyq| ă ε

を満たす f P P の全体は P における f0 の近傍であるからこの近傍内に少なくとも 1 つ Λ P K が存在

する. Λ の線形性より

|f0pαx` βyq| “ |pf0 ´ Λqpαx` βyq ` αpΛ ´ f0q ` βpΛ ´ f0q|

ď p1 ` |α| ` |β|qε

が成り立つので, f0 も線形である. また同様な議論により x P V について |f0pxq| ď 1 が成り立つこと

も分かる. 従って f0 は連続であり, f0 P X˚ であり, 特に f0 P K である. 以上より K が compact 集

合 P 内の閉集合であることが分かったの compact である. l

さて位相空間 X が可分 (separable)であるとは, 稠密で高々可算な X の部分集合が存在する時を言う.
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Theorem 3.3.2 V を可分な位相ベクトル空間 X の 0 の近傍とし, K をその極とすれば, K は弱
˚-compact であり, 弱 ˚-位相のもとで距離化可能である.

K は距離化可能であるが, X˚ がそうなるとは限らないことに注意しよう.

Proof. txnu8
n“1 を可算かつ稠密な X の部分集合とする. 各 n P N について fn : X˚ Ñ Φ を

fnpΛq “ Λxn で定義すれば fn は弱 ˚-位相のもとで連続である. また

fnpΛq “ fnpΛ1q @x P N ðñΛxn “ Λ1xn @x P N

ðñΛ “ Λ1

が成り立つので tfnu8
n“1 はX˚ の点を分離する. 特に各 fn を K を制限して tfn|Ku8

n“1 を弱
˚ 位相の

もとでの compact 集合 K 上の連続線形汎関数の族とみてもK の点を分離するので, Propositon 3.2.5

をK, tfn|Ku8
n“1 に適用すればK が距離化可能であることが従う. l

Theorem 3.3.3 V を可分な位相ベクトル空間 X の 0 の近傍とし, tΛnu8
n“1 をX˚ の列で

|Λnx| ď 1 @n P N, x P V

が成り立つとする. この時, ある部分列 tΛniu
8
i“1 と Λ P X˚ で

(3.3.1) Λx “ lim
iÑ8

Λnix

を満たすものが存在する.

Proof. Theorem 3.3.2より V の極K “ tΛ P X˚ : |Λx| ď 1 @x P V u は弱 ˚-位相のもとで compact で

あり距離化可能であるから, 点列 compact である. 従って弱 ˚-位相のもとでの収束部分列 tΛniu
8
i“1 と

とその極限 Λ P X˚ が存在する. 弱 ˚-位相のもとで Λni Ñ Λ とは (3.3.1) が成り立つことに他ならない.

l

Theorem 3.3.4 X を局所凸位相ベクトル空間で, E Ă X とすると

E が 弱有界 ðñ E が本来の位相で有界

が成り立つ.

Proof. “ðù” については τw Ă τ より明らかである. 逆を示す為に E が弱有界とし, U を X における

0 の近傍とする. X は局所凸であるから V Ă U を満たす平衡的かつ凸な 0 の近傍 V が存在する. V の

極を K つまり

K “ tΛ P X˚ : |Λx| ď 1 @x P V u

と置く. この時,

V “ tx P X : |Λx| ď 1 @Λ P Ku

が成り立つ. “Ă” については容易であるから “Ą” のみを示そう. x0 P XzV を取ると Theorem 3.1.8

より Λx0 ą 1 かつ V 上 |Λ| ď 1 を満たす Λ P X˚ が存在する. この Λ は K に属すので x0 R

tx P X : |Λx| ď 1 @Λ P Ku である. よって XzV Ă Xztx P X : |Λx| ď 1 @Λ P Ku となり,

V Ă tx P X : |Λx| ď 1 @Λ P Ku が成り立つ.
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さて E は弱有界であるから, 各 Λ P X˚ について γpΛq ą 0 で

|Λx| ď γpΛq @x P E

を満たすものが存在する. K は convex で弱 ˚-compact. また X˚ Q Λ ÞÑ Λx P Φ は弱 ˚-連続であるか

ら Theorem 2.1.10を X˚ と Φ, E に適用すれば

|Λx| ď γ, x P E and Λ P K

を満たす定数 γ ą 0 の存在が分かる. これより x P E について γ´1x P V が成り立つので V , V の平衡

性と合わせれば t ě γ について

E Ă γV Ă tV Ă tU

が成り立つ. よって E は有界である. l

Corollary 3.3.5 X をノルム空間とし E Ă X とする.

(3.3.2) sup
xPE

|Λx| ă 8, Λ P X˚

ならば supXPE }x} ă 8 である.

Proof. (3.3.2) は E が弱有界であることを意味するので, Theorem 3.3.4より E は有界になる. X はノ

ルム空間であるから, E が有界であるとは supXPE }x} ă 8 を意味する. l

3.4 Krein-Milman の定理

ベクトル空間 X の部分集合 E について

(3.4.1) copEq “
č

EĂẼ,convex

Ẽ

と置くと, copEq は E を含む最小の凸集合である. copEq は E から有限個の元 x1, . . . , xn P E を取り

出して作った凸結合 (convex combination), つまり

α1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` αnxn, pα1, . . . , αn ě 0, α1 ` ¨ ¨ ¨ ` αn “ 1q

の形の元の全体と一致する. また X が位相ベクトル空間の場合 copEq の閉包 copEq を copEq と表すこ

とにする.

位相ベクトル空間 X の部分集合 K が compact であるとして copKq が compact になるかどうかと

いう問題を考えよう. X が Hilbert 空間であっても copKq は compact どころか閉集合とも限らない.

また copKq が compact とならない空間の例もある. Fréchet 空間の場合には copKq が compact になる

ことが証明できるがこの時, 完備距離空間において集合が copmact である為の必要十分条件が, 閉かつ

全有界 (totally bounded) であることを用いる. ここに距離空間 X の部分集合 E が全有界であるとは

任意の ε ą 0 について有限個の x1, . . . , xn P X を

E Ă Bx1pεq Y ¨ ¨ ¨ YBxnpεq

が成り立つように取れることである. 但し Bx0pεq “ tx P X : dpx0, xq ă εu とする.
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X が位相ベクトル空間の場合も同様に E Ă X が全有界であるとは任意の 0 の近傍 V について有限

個の x1, . . . , xn P X を

E Ă px1 ` V q Y ¨ ¨ ¨ pxn ` V q

が成り立つように取れることと定義する. X が距離化可能な位相ベクトル空間の場合, 考える距離を平

行移動に関して不変なで誘導する位相が本来の位相と一致するものに限れば全有界の 2 つの定義は一致

する.

Theorem 3.4.1 位相ベクトル空間 X について次が成り立つ.

(i) A1, . . . , An が compact かつ凸ならば copA1 Y ¨ ¨ ¨ YAnq は compact である.

(ii) X が局所凸で, E Ă X が全有界ならば copEq も全有界である.

(iii) X が Fréchet 空間でK Ă X が compact ならば copKq も compact である.

Proof. (i) S “ ts “ pa1, . . . , snq : s1, . . . , sn ě 0, s1 ` ¨ ¨ ¨ ` sn “ 1u, A “ A1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ An と置いて

f : S ˆA Ñ X を

fps, aq “ s1a1 ` ¨ ¨ ¨ ` snan, s “ ps1, . . . , snq P S and a “ pa1, . . . , anq P A

と定義すると f は連続で S ˆA は compact であるからK “ fpS,Aq も compact である. また

K Ă copA1 Y ¨ ¨ ¨ YAnq

であることも明らかである. A1, . . . , An の凸性より逆の包含関係も成り立つので実際には等号が成り立

つことを示そう. これが示されれば copA1 Y ¨ ¨ ¨ YAnq “ K は compact になる.

逆の包含関係を示すには A1 Y ¨ ¨ ¨ Y An Ă K であるから K が凸であることを示せば良い. s “

ps1, . . . , snq, t “ pt1, . . . , tnq P S a “ pa1, . . . , anq, b “ pb1, . . . , bnq P A とし, α, β ě 0, α ` β “ 1 につ

いて

αfps, aq ` βfpt, bq “αps1a1 ` ¨ ¨ ¨ snanq ` βpt1b1 ` ¨ ¨ ¨ tnbnq

“pαs1a1 ` βt1b1q ` ¨ ¨ ¨ ` pαsnan ` βtnbnq

“

n
ÿ

j“1

pαsj ` βtjq

ˆ

αsj
αsj ` βtj

aj `
βtj

αsj ` βtj
bj

˙

が成り立つ. 但し αsj `βtj “ 0となる j がもし存在すれば, αsj “ βtj “ 0であるから, 0 ¨ p1 ¨aj `0 ¨bjq

で置き換えるものとする. これより αfps, aq ` βfpt, bq P K が従うのでK は凸である.

(ii) X における 0 の近傍 U に対して V ` V Ă U を満たす 0 の凸近傍を取る. E は全有界であるか

ら x1, . . . , xn P X を

E Ă

n
ď

k“1

pxk ` V q

が成り立つように取れる. 従って x P E ならば, ある k について x P xk ` V Ă coptx1, . . . , xnuq ` V が

成り立つので

(3.4.2) E Ă coptx1, . . . , xnuq ` V
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が成り立つが, coptx1, . . . , xnuq は compact であるから全有界となり, y1, . . . , ym P X を

coptx1, . . . , xnuq Ă

m
ď

j“1

pyj ` V q

が成り立つように取れる. よって

copEq Ăcoptx1, . . . , xnuq ` V p7 (3.4.2) の右辺が凸であることに注意 q

Ă

m
ď

j“1

pyj ` V q ` V

“

m
ď

j“1

pyj ` V ` V q Ă

m
ď

j“1

pyj ` Uq

となるので, copEq は全有界である.

(iii) まず距離空間において全有界集合の閉包は再び全有界になることに注意する. 従って

K は compact

ùñ K は全有界

ùñ copKqは全有界 p7 (ii) より q

ùñ copKqは全有界かつ閉 p7距離空間において全有界集合の閉包は再び全有界 q

ùñ copKqは全有界かつ閉 p7完備距離空間において全有界集合かつ閉と compact は同値 q

ùñ copKqは compact

l

X “ Rn の場合には compact 集合の凸包は再び compact になる. これを示すために

Proposition 3.4.2 n,N P N, N ě n ` 2 とする. また x1, . . . , xN P Rn, t1, . . . , tN ě 0,
řN

j“1 tj “ 1

とする. この時ある j0 P t1, . . . , Nu と c1, . . . , cj0´1, cj0`1, . . . , cN ě 0
ř

j“1,...,N j ­“j0
cj “ 1 で

N
ÿ

j“1

tjxj “
ÿ

j“1,...,N j ­“j0

cjxj

を満たすものが存在する.

Proof. 線形写像

RN Q pa1, . . . , aN q ÞÑ

˜

N
ÿ

j“1

ajxj ,
N
ÿ

j“1

aj

¸

P Rn ˆ R

は Ngeqn` 2 であるから, その kernel の次元は 1 以上である. 従って

N
ÿ

j“1

ajxj “ 0,
N
ÿ

j“1

aj “ 0

を満たす a1, . . . , aN が存在する.

さてもし tj0 “ 0 となる j0 が存在すれば, cj “ tj , j “ 1, . . . , N と置けば Proposition は成立する.

よって各 j “ 1, . . . , N について 0 ă tj ă 1 と仮定して良い. このとき

min
j“1,...,N

tj
|aj |

“
tj0

|aj0 |
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を満たす j0 を取る. 但し aj “ 0 となる j については 左辺の min を取る範囲から除外するものとする.

λ “ ´
tj0
aj0
と置くと

@j P t1, . . . , Nu :
tj

|aj |
ě

tj0
|aj0 |

“ |λ|

より

@j P t1, . . . , Nu : |λaj | ď tj ðñ@j P t1, . . . , Nu : ´tj ď λaj ď tj

ùñ@j P t1, . . . , Nu : 0 ď λaj ` tj

が成り立つ. また j “ j0 の場合は λ “ tj0{aj0 より λaj0 ` tj0 “ 0 が成り立つ. 従って cj “ λaj ` tj ,

j “ 1, . . . , N と置けば
N
ÿ

j“1

cjxj “ λ
N
ÿ

j“1

ajxj `

N
ÿ

j“1

tjxj “ 0 ` x “ x

であり,
N
ÿ

j“1

cj “ λ
N
ÿ

j“1

aj `

N
ÿ

j“1

tj “ 0 ` 1 “ 1

が成り立つ. l

Theorem 3.4.3 K Ă Rn が compact ならば copKq も compact である.

Proof. S を t “ pt1, . . . , tn`1q P Rn`1 で t1, . . . , tn`1 ě 0 かつ
řn`1

j“1 tj “ 1 を満たすものの全体と置

く. この時 Proposition 3.4.2より

x P copKq ðñ Dt “ pt1, . . . , tn`1q P S and x1, . . . , xn`1 P K : x “

n`1
ÿ

j“1

tjxj

が成り立つ. 従って copKq は連続写像

S ˆ pRnqn`1 Q pt, x1, . . . , xn`1q ÞÑ

n`1
ÿ

j“1

tjxj P Rn

による compact 集合 S ˆKn`1 の像であるから compact である. l

Theorem 3.4.4 X を位相ベクトル空間で, X˚ は X の点を分離するとする. また A, B は X の

cmpact な凸部分集合で空でないとし, AXB “ H とする. このとき Λ P X˚ で

sup
xPA

ReΛx ă inf
xPB

ReΛx

が成り立つものが存在する.

Proof. τ を X 本来の位相とし, τw を X の弱位相とする. このとき τw Ă τ より A, B は τ -comapct

でもある. また X˚ は X の点を分離するので pX, τwq は Hausdorff 空間である. 従って A, B は τ -閉

である. さらに pX, τwq は局所凸位相ベクトル空間であるから Theorem 3.1.4 の (ii) より Λ P pXwq˚,

γ1, γ2 P R で
sup
xPA

ReΛx ď γ1 ă γ2 ď inf
xPB

ReΛx

を満たすものが存在する. Theorem 3.2.7より pXwq˚ “ X˚ であるから Λ P X˚ であるから定理が証明

されたことになる. l
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3.5 Extreme points

K をベクトル空間 X の部分集合とする. このとき空でない S Ă K が K の extreme set であるとは

任意の p P S について p “ p1´ tqx` ty を満たす x, y P KzS と t P p0, 1q が存在しないことである. こ

れは任意の p P S について

p “ p1 ´ tqx` ty, 0 ă t ă 1, x, y P K ùñ x, y P S

が成り立つことと同値である.

p P K が K の extreme point であるとは tpu が K の extreme set であることと定義する. これは

p “ p1 ´ tqx` ty, 0 ă t ă 1, x, y P K ùñ x “ y “ p

が成り立つことと同値である. K の extreme points の全体を EpKq で表す.

Theorem 3.5.1 (Krein-Milman の定理) X を位相ベクトル空間で X˚ は X の点を分離するとす

る. このとき空でない compact 凸集合 K Ă X について

K “ copEpKqq

が成り立つ.

Proof. P で空でない compact かつ凸な extreme set S Ă K の全体とする. K P P であるから P は空
でない. P は次の性質を持つことは容易に分かる.

(a) 空でない部分族 Q Ă P について
S0 “

č

SPQ
S

と置くとき S0 ­“ H ならば S0 P P つまり, S0 も compact かつ凸な extreme set である.

(b) S P P, Λ P X˚ のとき

Sλ :“ tx P S : ReΛx “ max
yPS

ReΛyu

と置くと, Sλ P P である.

S P P について
P 1 “ tT P P : T Ă Su

ち置くと, S P P 1 ゆえ P 1 ­“ H であり, P 1 は包含関係について半順序集合である. 従って Hausdorrff の

極大性原理より極大な全順序部分族 Ω Ă P 1 が存在する. Ω は包含関係について全順序集合であるから,

任意有限個 T1, T2, . . . , Tn P Ω を取り出したとき最小なもの Tj0 Ă Tj , j “ 1, . . . , n が取れ Tj0 P Ω Ă P
であるから Tj0 ­“ H である. 従って Ω は有限交叉性を持つ. また Ω の最大元 S は compact であるから

M “
č

TPΩ

T

と置くと, M ­“ H であり, (a) より M P P が成り立つ. また Ω の極大性よりM の真部分集合で P に
属すものは存在しない. 従って (b) より任意の Λ P X˚ についてMΛ “ M が成り立つ. よって 任意の

Λ P X˚ について Λ は M 上で定数であるが, これと X˚ が X の点を分離することを合わせればM が

1 点よりなることが分かる. 以上より各 S P P は少なくとも 1 つ extreme point を元に持つ.
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ここで K は凸であるから EpKq Ă K より copEpKqq Ă K が成り立ち, さらに K は compact であ

るから閉なので copEpKqq Ă K が成り立つ. 特に copEpKqq は compact である. x0 P KzcopEpKqq が

存在すると仮定して矛盾を導こう. Theorem 3.4.4より Λ P X˚ を

(3.5.1) ReΛx ă ReΛx0, x P copEpKqq

が成り立つように取れる.

KΛ “ tx P K : ReΛx “ max
yPK

ReΛyu

と置くと, (b) より KΛ は extreme set であり, 凸である. また Λ の連続性より閉であり, compact 集合

K に含まれるので compact である. 従って KΛ P P が成り立つ. このとき

ReΛx ă ReΛx0 ď max
yPK

ReΛy, x P copEpKqq

より copEpKqq XKΛ “ H が成り立つ. これは extreme set EpKq は少なくとも 1 つ extreme point を

元に持つという事実に反する. l

上の証明の中で, K の凸性を使用したのは, copEpKqq Ă K を示した箇所のみで,これと K の compact

性を合わせて copEpKqq Ă K が成り立ち, さらに copEpKqq が compact であることを導いた. そして

Theorem 3.4.4を用いて (3.5.1) が成り立つような連続線形汎関数の存在を示した. X が局所凸の場合は

Theorem 3.4.4の代わりに Theorem 3.1.4 の (ii) を用いることができるので copEpKqq の compact 性

を示す必要はなく, 閉集合でありさえすれば良く, これは自動的に満たされる. また局所凸位相ベクトル

空間 X では Corollary 3.1.5 よりX˚ が X の点を分離する. 従って次の定理の 1 つめの式が成り立つ.

Theorem 3.5.2 X を局所凸位相ベクトル空間でこのとき空でない compact 集合 K Ă X について

K Ă copEpKqq, copKq “ copEpKqq

が成り立つ.

Proof. copKq “ copEpKqq が成り立つことのみ示せば良い. これはK Ă copEpKqq が成り立つことと,

右辺の凸性より copKq Ă copEpKqq が成り立つ. さらに右辺が閉であることより copKq Ă copEpKqq が

成り立つ. 逆の包含関係も EpKq Ă K より成り立つ. l

さて X に局所凸性を仮定しないときは copKq が K に属さない extreme point を持つという病理的

な現象が起こることもある. X の局所凸性を仮定すればこのようなことが起きない.

Theorem 3.5.3 (Milman の定理) X を局所凸位相ベクトル空間とし K Ă X を空でない compact

集合とし, copKq も compact であるとする. このとき EpcopKqq Ă K, つまり copKq の extreme point

はK に属す. 特に X が Fréchet 空間の場合任意の空でない compact 集合 K についてEpcopKqq Ă K

が成り立つ.

Proof. p P KzcopKq が存在すると仮定して矛盾を導こう. 凸かつ平衡的な 0 の近傍 V を

(3.5.2) pp` V q XK “ H

が成り立つように取る. K は compact であるから

K Ă

n
ď

i“1

pxi ` V q



76 第 3章 局所凸位相ベクトル空間

となる x1, . . . , xn が存在する.

Ai “ copK X pxi ` V qqpĂ copKqq

と置くと, copKq の compact 性より Ai も compact であり

K Ă

n
ď

i“1

pK X pxi ` V qq Ă

n
ď

i“1

Ai

より

copKq Ă co

˜

n
ď

i“1

Ai

¸

“ co

˜

n
ď

i“1

Ai

¸

が成り立つ. ここで上式の最後の等号は Theorem 3.4.1の (i) より co p
Ťn

i“1Aiq が compact であること

より従う. また Ai “ copK X pxi ` V qq Ă copKq より逆の包含関係も成り立つので

copKq “ co

˜

n
ď

i“1

Ai

¸

である. 従って p P copKqzK を次のように表すことができる.

p “ t1yi ` ¨ ¨ ¨ ` tNyN , t1, . . . , tN ą 0,
N
ÿ

j“1

tj “ 1

で各 j について yj P Ai が成り立つような i が存在する. このとき

p “ t1y1 ` p1 ´ t1q

"

t2
t2 ` ¨ ¨ ¨ ` tN

y2 ` ¨ ¨ ¨ `
tN

t2 ` ¨ ¨ ¨ ` tN
yN

*

P t1copKq ` p1 ´ t1qcopKq

と変形できるが, p は copKq の extreme point であるから y1 “ p が成り立つ. よって, ある i につ

いて p P Ai Ă xi ` V が成り立つ. V の平衡性より V も平衡的なので ´V “ V が成り立つから

xi P p´ V “ p` V となるが, これは (3.5.2) に反する.

X が Fréchet 空間の場合 Theorem 3.4.1 の (iii) より K が compact 集合ならば copKq も compact

であるから前半で示したことより EpcopKqq Ă K が成り立つ. l

3.6 ベクトル値関数の積分と解析性

この節では複素平面内の領域を定義域とし位相ベクトル空間に値を持つ関数について解析性や複素線

積分の定義を与え Cauchy の積分定理がこの場合に成り立つことを示す. この為には測度空間 Q で定義

され位相ベクトル空間 X に値を持つ関数 f : Q Ñ X の積分を定義し, その性質を調べておく必要があ

る. X に値を持つ解析的な関数の議論で必要になるのは

Λ

ˆ
ż

Q

f dµ

˙

“

ż

Q

pΛfq dµ, @Λ P X˚

と言う性質であるから, この性質に即した積分の定義から始めよう.

X を位相ベクトル空間で X˚ は X の点を分離すると仮定する. また Q は compact 位相空間で BpQq

で Q の Borel σ-加法族を表し, µ を測度空間 pQ,BpQqq の確率測度とする. また写像 f : Q Ñ X が与

えられていて連続とする. このとき任意の Λ P X˚ について

Λx0 “

ż

Q

pΛfq dµ
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が成り立つ x0 P X が存在すれば, y を f の Q における µ に関する積分と言い,

x0 “

ż

Q

f dµ

と表す. X˚ は X の点を分離するので x0 “
ş

Q
f dµ は存在すれば一意に定まるので, 問題は y の存在で

ある. X, Q に関する上の条件に copfpQqq が compact という要請を加えれば y の存在することを後ほ

ど Theorem 3.6.1で示そう. その前に確率測度に関する積分の存在が示されれば signed measure ν につ

いても ν “ ν` ´ ν´ と分解し全変動が有限, つまり |ν|pQq “ ν`pQq ` ν´pQq ă 8 ならば ν`pQq´1ν`,

ν´pQq´1ν´ は確率測度であるから
ż

Q

f dν “ ν`pQq

ż

Q

f d

ˆ

ν`

ν`pQq

˙

` ν´pQq

ż

Q

f d

ˆ

ν´

ν´pQq

˙

と置くことにより ν に関する f の積分も定義することができる. ここで ν`pQq “ 0 または ν´pQq “ 0

の場合は上式の右辺においてそれぞれ初項または第 2 項を 0 と置くことにする.

Theorem 3.6.1 X は位相ベクトル空間で X˚ は X の点を分離するとする. また Q は compact 位相

空間で µ を測度空間 pQ,BpQqq の確率測度とし, 写像 f : Q Ñ X は連続とする. このとき copfpQqq が

compact ならば積分 x0 “
ş

Q
f dµ が存在し x0 P copfpQqq が成り立つ.

Proof. 有限集合 L “ tL1, . . . , Lnu Ă X˚ について

EL “ tx P copfpQqq : Λx “

ż

Q

pΛfq dµ for Λ P Lu

と置く. このとき任意の有限集合 L Ă X˚ について EL ­“ H が示されれば, 集合族

tEL : L は有限集合で L Ă X˚u

は有限交叉性を持ち, 各 EL は compact 集合 copfpQqq に含まれるので
č

LĂX˚, finite

EL ­“ H

が従い x0 P
Ş

EL と置けば積分の定義を満たす.

それでは EL ­“ H を示そう. L “ tΛ1, . . . ,Λnu について FL : X Ñ Rn を

FLpxq “ pΛ1x, . . . ,Λnxq

と置く.

mi “

ż

Q

pΛfq dµ, i “ 1, . . . , n

とし m “ pm1, . . . ,mnq と置く. さて Q が compact で f は連続であるから fpQq は compact であ

り, FLpfpQqq Ă Rn も compact である. 従って Theorem 3.4.1より copFLpfpQqqq も compact である.

t “ pt1, . . . , tnq R FLpfpQqq ならば Theorem 3.1.4 の (ii) より t と copFLpfpQqqq を分離する Rn 上の

連続線形汎関数が存在する. つまり
n

ÿ

i“1

ciui ă

n
ÿ

i“1

citi, u “ pu1, . . . , unq P copFLpfpQqqq

が成り立つような c1, . . . , cn P R が存在する. 従って

n
ÿ

i“1

ciΛifpxq ă

n
ÿ

i“1

citi, x P Q
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が成り立つ. 両辺を確率測度 µ で積分すれば

n
ÿ

i“1

cimi ă

n
ÿ

i“1

citi

が成り立つので m ­“ t が従う. これより m R RnzcopFLpfpQqqq となり, m P copFLpfpQqqq が成り立つ.

m “
řN

j“1 λjFLpfpxjqq, λ1, . . . , λN ě 0 かつ
řN

j“1 λj “ 1 と表せ, これより

m “

˜

N
ÿ

j“1

λjΛ1fpxjq, . . . ,
N
ÿ

j“1

λjΛnfpxjq

¸

“

˜

Λ1

#

N
ÿ

j“1

λjfpxjq

+

, . . . ,Λn

#

N
ÿ

j“1

λjfpxjq

+¸

と表せることになる. x “
řN

j“1 λjfpxjq と置けば

ż

Q

pΛifq dµ “ mi “ Λi

#

N
ÿ

j“1

λjfpxjq

+

“ Λix, i “ 1, . . . , n

となるので x P EL である.

X が複素位相ベクトル空間の場合は, 実位相ベクトル空間とみなし, 連続線形汎関数の実部に上で示

した事実を適用すれば任意の Λ P X˚ について

ReΛx0 “

ż

Q

pReΛfq dµ

を満たす x0 が存在する. Λ P X˚ について Λ̃x “ Λpixq と置けば, 複素線形な連続汎関数であるから

Re Λ̃x0 “

ż

Q

pRe Λ̃fq dµ

ðñRe piΛx0q “

ż

Q

pRe piΛfq dµ

ðñ ´ Im pΛx0q “ ´

ż

Q

pImΛfq dµ

が成り立つので, 結局

Λx0 “

ż

Q

pΛfq dµ

が成り立つ. l

さて位相空間 Q 上の Borel 測度が正則であるとは, 任意の Borel 集合 E について

µpEq “ sup
KĂE,compact

µpKq “ inf
EĂG,open

µpGq

が成り立つことである.

Theorem 3.6.2 X は位相ベクトル空間で X˚ は X の点を分離するとする. また Q を X の compact

な部分集合とし copQq も compact であるとする. このとき x0 P copQq である為の必要十分条件はQ 上

の正則な Borel 確率測度 µ で

x0 “

ż

Q

x dµpxq

を満たすものが存在することである.
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証明の前に X が Fréchet 空間の場合は Q が compact ならば copQq も compact であり, X˚ が X の

点を分離するので Q が compact であることのみ仮定すれば十分である.

Proof. まず X が実位相ベクトル空間の場合に証明しよう. CpQq を Q 上の実数値連続関数の全体がな

す線形空間に sup ノルムを導入してできる Banach 空間としよう. Riesz の表現定理により CpQq˚ は

全測度有限な 2 つの正則 Borel 測度の差で表される signed measure の全体と同一視できる. このとき

写像 ϕ : CpQq˚ Ñ X を

ϕpµq “

ż

Q

x dµpxq

と置き, P を reguar Borel 確率測度の全体と置けば定理の主張は ϕpP q “ copQq と表すことができ

る. x P Q について δx で x における点測度と置けば δx P P であり ϕpδxq “ x より Q Ă ϕpP q が

成り立つ. また P は凸であり t P r0, 1s, µ1, µ2 P P について凸結合 p1 ´ tqµ1 ` tµ2 P P であり

ϕpp1 ´ tqµ1 ` tµ2q “ p1 ´ tqϕpµ1q ` tϕpµ2q が成り立つので ϕpP q は凸である. よって copQq Ă ϕpP q が

成り立つ. さらに Theorem 3.6.1より ϕpP q Ă copQq が成り立つ. 以上より定理を示すには ϕpP q が閉

であることを示せば十分である. これは次の事実より導かれる.

(i) P は CpQq˚ 内で弱 ˚-compact.

(ii) 写像 ϕ : CpQq˚ Ñ X は CpQq˚ の弱 ˚ 位相とX の弱位相に関して連続.

(i), (ii)を仮定して証明を続けよう. このとき ϕpP qは弱-compactになる. X は弱位相のもとで Hausdorff

空間であるから ϕpP q は弱位相のもとで閉であり, 従って本来の位相のもとでも閉である.

(i) を示すには

P Ă

"

µ :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Q

h dµ ď 1 for }h} ă 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

*

が成り立つことに注意する. 上式の右辺の集合が弱 ˚-compact であることは Banach-Alaoglu の定理

(Theorem 3.3.1) より従う. 従って P が弱 ˚-閉であることを示せば良い.

h P CpQq, h ě 0 について

Eh “

"

µ :

ż

Q

h dµ ě 0

*

.

と置く. 写像 µ ÞÑP h dµ は弱 ˚-位相に関して連続であるから Eh は 弱 ˚-閉である. また

E “

"

µ :

ż

Q

dµ “ 1

*

も弱 ˚-閉であり,

P “ E X
č

hPCpQq, hě0

Eh

と表せるので P も弱 ˚-閉である.

(ii) を示すには ϕ の線形性より ϕ が原点で連続であることを示せば良い. U を X の弱位相に関する

0 の近傍とし

W “ ty P X : |Λix| ă ri, i “ 1, . . . , nu Ă U

Λ1, . . . ,Λn P X˚, r1, . . . , rn ą 0 を取る. このとき Λi の Q への制限は連続であるから

V “

"

µ P CpQq˚ :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Q

Λipxq dµpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă ri, i “ 1, . . . , n

*
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は CpQq˚ における弱 ˚ 位相に関する 0 の近傍である. しかるに

Λipϕpµqq “ Λi

ˆ
ż

Q

x dµ

˙

“

ż

Q

Λipxq dµ

であるから

V “ tµ P CpQq˚ : |Λipϕpµqq| ă ri, i “ 1, . . . , nu “ tµ P CpQq˚ : ϕpµq P W u

が成り立つので ϕpV q Ă W である. l

次に積分に関する不等式を与えておこう.

Theorem 3.6.3 Q, X をそれぞれ compact 位相空間と Banach 空間とし f : Q Ñ X を連続写像とし,

µ を Q 上の有限 Borel measure とする. このとき
›

›

›

›

ż

Q

f dµ

›

›

›

›

ď

ż

Q

}f} dµ

が成り立つ.

Proof. x0 “PQ f dµ と置く. Coroallary 3.1.3 より Λx0 “ }x0} かつ任意の x P X について |Λx| ď }x}

を満たす Λ P X˚ を取れば

|Λfpsq| ď }fpsq}

が任意の s P Q について成り立つので

}x0 “PQ f dµ} “ }x0} “ Λx0 “

ż

Q

pΛfq dµ ď

ż

q

}f} dµ

となる. l

超関数の議論を行うときに, (複素)解析関数の概念を, 複素数値からベクトル値に一般化しておくと有

益である.

Ω を C 内の領域とし X を複素位相ベクトル空間とし写像 f : Ω Ñ X が与えられたとする. このとき

(a) f が弱解析的 (weakly analytic) であるとは任意の Λ P X˚ についてΛf : Ω Ñ Cが解析的, つまり

lim
zÑz0

Λfpzq ´ Λfpz0q

z ´ z0
“ f 1pz0q

が各点 z0 P Ω について存在する時を言う.

(b) f が強解析的 (storongly analytic) であるとは

lim
zÑz0

1

z ´ z0
tfpzq ´ fpz0qu “ f 1pz0q

が各点 z0 P Ω について X の本来の位相における収束の意味で存在する時を言う.

強解析的ならば弱解析であることは明らかであろう.

さて以下で取り扱う C 内の曲線は全て有界閉区間で定義され区分的に連続的微分可能とする. つまり

Γ : ra, bs Ñ C と表され Γ は I “ ra, bs で連続で, I から有限個の点を除いたところで微分可能で導関数
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は連続であり, 除外点の左右での導関数の極限が存在するとする. このときX˚ が X の点を分離するな

らば, Γ に沿う (複素線)積分を ra, bs 上の測度 Γ1ptqdt に関する積分として
ż

Γ

fpzq dz “

ż

ra,bs

fpΓptqqΓ1ptq dt

を定義できる. 但し f は Γ の像を含んだ集合上で連続な X に値を持つ写像とし, 右辺の積分はこの節

のはじめの方で定義した意味に取る.

C 内の閉曲線 Γ と Γ の像に属さない z について z における Γ の回転数 (winding number) を

Ind Γpzq “
1

2πi

ż

Γ

dζ

ζ ´ z

と定義する. Ind Γpzq は C から Γ の像を除いた開集合上で連続であり, 整数値である. 従って C から
Γ の像を除いた開集合の各成分上で一定値となる.

Theorem 3.6.4 Ω を C 内の領域としX を複素 Fréchet 空間とする. また写像 f : Ω Ñ X が与えら

れているとする. このとき f が Ω で弱解析的であれば次が成り立つ.

(i) f は強連続, つまり本来の位相でも連続.

(ii) Cauchy の積分定理と Cauchy の積分公式が成り立つ. つまり Γ が Ω 内の閉曲線で Ind Γpwq “ 0

が w P CzΩ について成り立てば
ż

Γ

fpζq dζ “ 0

fpzq “
1

2πi

ż

Γ

fpζq

ζ ´ z
dζ, z P Ω with Ind Γpzq “ 1

が成り立つ.

(iii) f は Ω で強解析的.

Proof. (i) f が z0 P Ω で連続であることを示そう.

Dpz0, rq “ tz P C : |z ´ z0| ď ru, r ą 0

と置き, 境界 BDpz0, rq に半時計回りの向きを与える曲線を Γ と置く. Dpz0, 2rq Ă Ω となる r ą 0 を取

る. Λ P X˚ について Λf は通常の意味で Ω で解析的であるから

pΛfqpzq ´ pΛfqpz0q

z ´ z0

1

2πi

ż

Γ

pΛfqpζq

ζpζ ´ zq
dζ 0 ă |z ´ z0| ă 2r

が成り立つ. MpΛq “ maxzPDpz0,2rq |pΛpfqpzqq| と置くと上の等式より |z ´ z0| ď r ならば

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pΛfqpzq ´ pΛfqpz0q

z ´ z0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
MpΛq

r

が成り立つ. よって集合

E “

"

fpzq ´ fpz0q

z ´ z0
: 0 ă｜z ´ z0| ď r

*

pĂ Xq

は弱有界である. Theorem 3.3.4より局所凸空間では弱有界ならば有界であるから, 上の集合は有界であ

る. 任意の 0 の近傍 U について平衡的な近傍 V を V Ă U となるように取る. このとき E の有界性よ
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り E Ă tV を満たす t ą 0 が存在する. これは |z ´ z0| ď r ならば fpzq ´ fpz0q P ztV を意味するから,

|z| ď mintr, t´1u ならば

fpzq ´ fpz0q P ztV Ă V Ă U

が成り立つ. よって f は z0 で連続である.

(i) が成り立つことが分かれば (ii), (iii) については複素解析学の知識を仮定すれば殆ど自動的に成り

立つことを導くことができる. 実際 f の連続性より Theorem 3.6.1 が適用できて (ii) における積分の存

在が従う. そしてこれらの公式は f を Λf に置き換えると成り立つ. よって

Λ

ˆ
ż

Γ

fpζq dζ

˙

“

ż

Γ

pΛfqpζq dζ “ 0 @Λ P X˚

であるから
ş

Γ
fpζq dζ “ 0 が成り立つ. 同様に z P Ω with Ind Γpzq “ 1 ならば

pΛfqpzq “
1

2πi

ż

Γ

pΛfqpζq

ζ ´ z
dζ “ Λ

ˆ

1

2πi

ż

Γ

fpζq

ζ ´ z
dζ

˙

であるから

fpzq “
1

2πi

ż

Γ

fpζq

ζ ´ z
dζ

が成り立つ.

(iii) (i) の証明と同様に Dpz0, 2rq Ă Ω とし, Γ を BDpz0, 2rq に半時計回りの向きを入れた閉曲線と

する.

w0 “

ż

Γ

fpζq

ζ2
dζ

と置く. このとき Cauchy の公式より

fpzq ´ fpz0q

z ´ z0
“

1

2πi

ż

Γ

fpζq

pζ ´ zqpζ ´ z0q
dζ “

1

2πi

ż

Γ

fpζq

pζ ´ z0q2
dζ “

z ´ z0
2πi

ż

Γ

fpζq

pζ ´ zqpζ ´ z0q2
dζ

が成り立つので
fpzq ´ fpz0q

z ´ z0
“ w0 ` pz ´ z0qgpzq,

但し

gpzq “
1

2πi

ż

Γ

fpζq

pζ ´ zqpζ ´ z0q2
dζ “

1

2π

ż π

´π

fpz0 ` 2reiθq

2reiθpz0 ` 2reiθ ´ zq
dθ

である. ここで V を X における凸かつ平衡的な 0 の近傍とする. K “ tfpzq : |z ´ z0| “２ ru と置く

と, K は C の compact 集合 BDpz0, 2rq の連続写像 f による像であるから X の compact 集合である

からK Ă tV を満たす t ą 0 が存在する. s “ t{p2r2q と置くと |z ´ z0| ď r について

fpz0 ` 2reiθq

2reiθpz0 ` 2reiθ ´ zq
P

1

2reiθpz0 ` 2reiθ ´ zq
K

Ă
1

2reiθpz0 ` 2reiθ ´ zq
tV

Ă
1

2r ¨ r
tV “ sV

が成り立つ. gpzq は最左辺の確率測度 dθ
2π による積分であるから gpzq P sV が成り立つ. これより

lim
zÑz0

fpzq ´ fpz0q

z ´ z0
“ w0

が従う. l
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3.7 Frechét 空間と帰納極限の位相

X をベクトル空間とし, tXnu8
n“1 をX の部分空間の列で, 次の性質を持つとする.

(i) X1 Ă X2 Ă ¨ ¨ ¨ かつX “
Ť8

n“1Xn を満たす.

(ii) 各 n P N について Xn は Fréchet 空間でその位相を τn と置くと τn “ τn`1 X Xn つまり Xn の

位相は Xn`1 から誘導される相対位相と一致する.

このとき X に tτnu8
n“1 の帰納極限と呼ばれる位相 τ で pX, τq が局所凸で完備な位相ベクトル空間とな

る位相を導入できる. この節の目標は帰納極限を定義し, この事実を証明することである.

Theorem 3.7.1 ベクトル空間 X と, その部分空間である Fréchet 空間の列 tpXn, τnqu8
n“1 で上の性

質 (i), (ii) を持つものが与えられたとする. このとき B をX の部分集合 V で凸, 平衡的かつ吸収的で

あり

@n P N : V XXn は Xn における 0 の近傍

を満たすものの全体とおけば, B を局所近傍基とする位相 τ が一意的に存在し, pX, τq は局所凸かつ完

備な位相ベクトル空間になる. また各 n P N についてXn は X の閉部分空間となり, X から誘導され

る位相と Xn の本来の位相は一致する. つまり τ XXn :“ tU XXn : U P τu “ τn が成り立つ.

Proof. X P B であるから B ­“ H である. また B が次の条件を満たすことは容易に分かる.

pLB1q @U P B : 0 P U

pLB2q @U, V P B : DW P B :W Ă U X V

pLB31q @U P B, x P U : DV P B : x` V Ă U

pLB4q 各 U P B は吸収的である

pLB5q 各 U P B は平衡的である

pLB6q @U P B : DV P B : V ` V Ă U

pLB7q @x P Xzt0u : DU P B : x R U

Theorem 1.3.14

l
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4.1 テスト関数の空間とその位相

ユークリッド空間 Rd の空でない開集合 Ω上の様々な関数空間を定義しておこう. 始めに Ωの compact

部分集合の列 tKnu8
n“1 で

8
ď

n“1

Kn “ Ω, Kn Ă IntKn`1, n “ 1, 2, . . .

を満たすものを取っておく.

空間 CpΩq §1.9 で定義したように CpΩq を Ω 上の複素数値連続関数の全体がなす線形空間とする. 各

n P N について
pnpfq “ maxt|fpxq| : x P Knu, n “ 1, 2, . . .

と置けば pn が CpΩq 上のセミノルムであり, p1 ď p2 ď ¨ ¨ ¨ が成り立つことは容易に分かるであろう.

そこで tpnu8
n“1 により定まる位相を導入する. つまり

Vn “ tf P CpΩq : pnpfq ă 1{nu, n P N

の形の凸集合の全体を近傍基とする位相である. tVnu8
n“1 は勿論 tKnu8

n“1 の取り方に依存するが, 導入

された位相は tKnu8
n“1 の取り方に依らず定まることに注意する. またこの位相に関する Cauchy 列は,

各 n P N について Kn 上での一様収束列であるから, Ω 内で局所一様収束することが分かり, 極限関数

も連続で CpΩq に属する. 従ってこの位相のもとで CpΩq は完備となり, 結局 CpΩq は Fréchet 空間 (“

可算な凸平衡的近傍基を持ち完備な位相ベクトル空間)である. また E Ă CpΩq について

E が有界 ðñ @n P N : DMn ě 0 : @f P E : pnpfq ď Mn

が成り立つ.

空間 CmpΩq m “ 0, 1, 2, . . . についてCmpΩq を m 階までの偏導関数が全て連続であるΩ 上の (複素数

値)関数 f の全体とする. つまり |α| “ α1`¨ ¨ ¨`αd ď mを満たす全ての多重指数α “ pα1, . . . , αdq P Zd
`,

について Dαf “
B|α|f

Bx
α1
1 ¨¨¨Bx

αd
d

が Ω で連続な複素数値関数 f の全体がなす線形空間である. またセミノ

ルム

pnpfq “ maxt|Dαfpxq| : x P Kn, α P Zd
` with |α| ď mu, n P N

と置いて, tpnu8
n“1 より定まる位相を導入すれば, CpΩq の場合と同様に Fréchet 空間になることが証明

できる. 実際, 可算個のセミノルムにより位相が定義されるので証明すべきは完備性のみである. §1.9 と
も一部重複するが, 冗長を厭わず証明を行っておく. pn の n に関する単調性より, 局所近傍基として, 次

の形の集合

Vn “ tf P CmpΩq : pnpfq ă n´1u, n P N

tVnu8
n“1 が取れる. tfju が Cauchy 列ならば固定した N P N について fi ´ fj P VN が十分大きな全て

の i, j について成り立つ. よって |Dαfi ´Dαfj | ă N“1 が KN 上 |α| ď m を満たす多重指数 α につい
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て成り立つ. 従って各 α について Dαfi は Ω 上, 局所一様に収束するので極限関数を gα P CpΩq と置

き, 特に f “ g0 と置こう. このとき例えば α “ p1, 0, . . . , 0q の時

fjpb, x1q ´ fjpa, x1q “

ż b

a

Bfj
Bx1

pt, x1q dt

に於いて j Ñ 8 とすれば

fpb, x1q ´ fpa, x1q “ g0pb, x1q ´ g0pa, x1q “

ż b

a

gαpt, x1q dt

より Dαf “ gα が分かる. 同じことを続けて行けば任意の α P Zd
`, |α| ď m についてDαf “ gα P CpΩq

が従い, f P CpΩq が分かる. そして tDαfju が Dαf に Ω 上, 局所一様に収束することが従う. よって

fj Ñ f となり, CpΩq の完備性が示された. 以上より CpΩq は Fréchet 空間になる.

空間 C8pΩq Ω 上の (複素数値)関数 f で任意の α P Zd
` についてDαf が Ω で連続である関数 f を

無限回微分可能な関数と言う. Ω 上の無限回微分可能な関数の全体がなす線形空間を C8pΩq と表す.

C8pΩq のセミノルムを

pnpfq “ maxt|Dαfpxq| : x P Kn, α P Zd
` with |α| ď nu, n P N

と置いて, tpnu8
n“1 より定まる位相を導入すれば CmpΩq の場合と同じ論法により, tfnu が Cauchy 列

ならば, 任意の多重指数 α と Kj について Dαfj が Kj 上, 一様収束することが従うので, 完備性が従

い, Fréchet 空間になる.

空間 DKpΩq K を Ω の compact 部分集合とする. f P C8pΩq で supp f Ă K を満たすものの全体が

なすベクトル空間を DKpΩq で表す. 各 f P DKpΩq は x P RdzΩ について fpxq “ 0 と置いて, Rd の

関数に拡張すれば, Rd で無限回微分可能な関数で, supp f Ă K を満たす. 逆にこのような関数を Ω に

制限すれば, それは DKpΩq に属する関数になる. 以上より DKpΩq “ DKpRdq とみなすことができる.

DKpΩq の位相は C8pΩq の部分空間として誘導される位相とする. つまり可算個のセミノルム

maxt|Dαfpxq| : x P Kn, α P Zd
` with |α| ď nu, n P N

により定まる位相である. このとき DKpΩq は C8pΩq の閉部分集合であることが分かる. 実際 f P

C8pΩqzDKpΩq とすると fpaq ­“ 0 となる点 a P ΩzK が存在する. K Y tau Ă Kn を満たす n を取り

V “ tφ P C8pΩq : pnpφq ă |fpaq|u

と置けば, V は C8pΩq における 0 の近傍で

ψ P f ` V ðñψ ´ f P V

ùñ|ψpaq ´ fpaq| ă |fpaq|

ùñψpaq ­“ 0

ùñψ R DKpΩq

となるので f ` V P C8pΩqzDKpΩq が成り立つ. よって C8pΩqzDKpΩq は開集合であり, 換言すれば

DKpΩq は閉集合である.

空間 C8
c pΩq f P C8pΩq で supp f が Ω の compact 集合になるものの全体を C8

c pΩq で表す. C8
c pΩq

の位相は C8pΩq から導入される相対位相とする. DKpΩq Ă C8
c pΩq Ă C8pΩq であり, DKpΩq, C8

c pΩq

の位相はともに C8pΩq からの相対位相であるから, DKpΩq の位相は C8
c pΩq から誘導される相対位相

と一致する. また

C8
c pΩq “

8
ď

n“1

DKnpΩq
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が成り立つ. 大変残念なことに C8
c pΩq は C8pΩq の閉部分空間ではなく, 従って完備ではない. 例えば

Ω “ R として φ P C8
c pRq を suppφ P r0, 1s かつ開区間 p0, 1q 上で φ ą 0 となるように取る. このとき

ψnpxq “ φpx´ 1q `
1

2
φpx´ 2q ` ¨ ¨ ¨ ` `

1

n
φpx´ nq

と置けば, tψnu8
n“1 は Cauchy 列をなし, C8pΩq で収束するが, 極限関数は compact support を持たな

いので C8
c pRq に属さない.

それでは C8
c pΩq に別の局所凸位相で完備になるものを導入する. この位相は metrizable でないとい

う不便な点があるが, 完備性はそれを補って余りある.

4.2 超関数と緩増加超関数

4.3 超関数の演算と構造, 近似定理

4.4 急減少関数とFourier変換

4.5 緩増加超関数のFourier変換





第II部

切断ベキの Fourier 変換





91

第5章 発散積分の正則化

この章では R 上の関数を扱うので, テスト関数の空間はD “ DpRq “ C8
c pRq, またはS “ S pRq と

する.

5.1 簡単な超関数

さて f P L1
locpRq について

puf , φq “

ż

R
fpxqφpxq dx, φ P D

と置けば, uf は D 上の連続線形汎関数, つまり超関数 uf である. このように超関数 u P D 1 が, ある

f P L1
locpRq を用いて u “ uf と表せるとき, u は正則であると云う.

さて, 対応 L1
locpRq Q f ÞÑ uf P D 1 は 1 対 1 であるから, f と uf を同一視して L1

locpRq Ă D 1 とみな

す. また混乱が生じない限り uf を f と表すことにしよう.

以下では, 超関数の具体例を紹介していこう. 便宜的に超関数 u の微分を Du で表し, (絶対連続)関

数 f の微分を f 1 で表すことにする.

5.1.1 Dirac 測度

a P R について δa P D 1 を

pδa, φq “ φpaq, φ P D

で定義する. δa は Dirac 測度と呼ばれ, a “ 0 のときは特に δ “ δ0 と表す.

pqδa, φq “ pδa, φp´xqq “ φp´aq “ pδ´a, φq

より

(5.1.1) qδa “ δ´a

であり, 特に qδ “ δ である. また

pτbδa, φq “ pδa, φpx` bqq “ φpa` bq “ pδa`b, φq

より

(5.1.2) τbδa “ δa`b

が成り立つ.
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δa の微分については

pDδa, φq “ ´pδa, φ
1q “ ´φ1paq

である. 同様にして

(5.1.3) pDnδa, φq “ p´1qnφpnqpaq

である.

5.1.2 Heaviside 関数

Heaviside 関数とは

Hpxq “

#

1, x ą 0

0, x ď 0

で定義される関数であり, Hapxq “ pτaHqpxq “ Hpx´ aq と置くと

pHa, φq “

ż 8

a

φpxq dx

である. 従って

pDHa, φq “ ´pHa, φ
1q

“ ´

ż 8

a

φ1pxq dx “ ´ rφpxqs
8
a “ φpaq “ pδa, φq

であるから

(5.1.4) DHa “ δa

である.

5.1.3 絶対連続関数

f が R 内の任意の有界閉区間で絶対連続ならば f 1 P L1
locpRq である. テスト関数 φ P D について

suppφ Ă r´A,As を満たす A ą 0 をとれば

puf 1 , φq “

ż A

´A

f 1pxqφpxq dx

“ rfpxqφpxqs
A
´A ´

ż A

´A

fpxqφ1pxq dx

“ ´

ż 8

´8

fpxqφ1pxq dx “ pDuf , φq

よりDuf “ uf 1 が成り立つ. uf , uf 1 は, それぞれ f , f 1 とも表すとしたから, これは

Df “ f 1

つまり超関数としての微分と通常の微分が一致することを意味する.
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f が区分的に絶対連続で, 不連続点が xk で, そこでの飛びが ηk ならば

gpxq “ fpxq ´
ÿ

k

ηkHxk
pxq

は絶対連続になり, 殆ど至るところ g1pxq “ f 1pxq であるから f 1 “ Dpf ´
ř

k ηkHxk
q “ Df ´

ř

k ηkδxk

ゆえ

Df “ f 1 `
ÿ

k

ηkδxk

が成り立つ.

5.1.4 log x`, log |x|, p.v.
1

x

次に

log x` “

#

log x, x ą 0

0, x ď 0

と置くと log x` P L1
locpRq であるから正則な超関数を定義する. これの微分を計算すると

pD log x`, φq

“ ´plog x`, φ
1q

“ ´

ż 8

0

φ1pxq log x dx

“ ´ lim
εÑ0

ż 1

ε

φ1pxq log x dx´

ż 8

1

φ1pxq log x dx

“ ´ lim
εÑ0

"

rpφpxq ´ φp0qq log xs
1
ε ´

ż 1

ε

φpxq ´ φp0q

x
dx

*

´

"

rφpxq log xs
8
1 ´

ż 8

1

φpxq

x
dx

*

“

ż 1

0

φpxq ´ φp0q

x
dx`

ż 8

1

φpxq

x
dx.

となる. そこで超関数 x´1
` を

px´1
` , φq “

ż 1

0

φpxq ´ φp0q

x
dx`

ż 8

1

φpxq

x
dx, φ P D

と定義すれば,

D log x` “ x´1
`

と表すことができる. 次節で x のベキ乗の形の特異点を持ち, L1
locpRq に属さない関数を, どのように超

関数に対応付けるかと言う問題を取り扱うが, x´1
` もその中の典型的な例である.
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同様に log |x| P L1
locpRq の微分を計算しておこう.
ˆ

d

dx
log |x|, φ

˙

“ ´plog |x|, φ1q

“ ´

ż 8

´8

φ1pxq log |x| dx

“ ´ lim
εÑ0

ż

|x|ąε

φ1pxq log |x| dx

“ ´ lim
εÑ0

#

rφpxq log |x|s
´ε
´8 ` rφpxq log xs

8
ε ´

ż

|x|ąε

φpxq

x
dx

+

“ lim
εÑ0

t´tφpεq ´ φp´εquu log ε`

ż

|x|ąε

φpxq

x
dx

“ lim
εÑ0

ż

|x|ąε

φpxq

x
dx

上式の最左辺の極限は Cauchy の主値積分と呼ばれる. これに対応する超関数を p.v.
1

x
と表す. つまり

ˆ

p.v.
1

x
, φ

˙

“ lim
εÑ0

ż

|x|ąε

φpxq

x
dx

である. 従って

D log |x| “ p.v.
1

x
である. 主値積分の極限が lim|x|Ñ8 φpxq “ 0 を満たす関数 φ P C1pRq について存在することを, 念の

為に示しておこう. まず 1{x が奇関数であることより
ż

|x|ąε

φpxq

x
dx “

ż

εă|x|ă1

φpxq

x
dx`

ż

|x|ą1

φpxq

x
dx

“

ż

εă|x|ă1

φpxq ´ φp0q

x
dx`

ż

|x|ą1

φpxq

x
dx

が成り立つ. そして φpxq ´φp0q “ Opxq (x Ñ 0) より
φpxq ´ φp0q

x
が区間 r´1, 1s で可積分であること

に注意すれば, 上式において x Ñ 0 の時の極限の存在と

lim
εÑ`0

ż

|x|ąε

φpxq

x
dx “

ż

|x|ă1

φpxq ´ φp0q

x
dx`

ż

|x|ą1

φpxq

x
dx

が成り立つことが分かる.

p.v.
1

x
による主値積分は他に

lim
εÑ`0

ż

|x|ąε

φpxq

x
dx “ lim

εÑ`0

ˆ
ż ´ε

´8

`

ż 8

ε

˙

φpxq

x
dx “ lim

εÑ`0

ż 8

ε

φpxq ´ φp´xq

x
dx

と表すこともできる.

5.1.5 logpx ˘ i0q

超関数 logpx` i0q を

plogpx` i0q, φq “ lim
yÑ`0

plogpx` iyq, φq “ lim
yÑ`0

ż

R
φpxq logpx` iyq dx
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で定義する. 但し対数関数 logpx ` iyq の分枝は logpx ` iyq “ log |x ` iy| ` iArg px ` iyq, ´π ă

Arg px` iyq ă π で定めたとする. このとき

lim
yÑ`0

logpx` iyq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

log x, x ą 0

´8 ` iπ2 , x “ 0

log |x| ` πi, x ă 0

である. ここで |y| ă 1 について |x` iy| ě 1 ならば 0 ď log |x` iy| ď logp|x| ` 1q. |x` iy| ă 1 ならば

0 ą log |x ` iy| ě log |x| より | logpx ` iyq| ď | log |x|| ` logp|x| ` 1q ` π P L1pRq が成り立つ. よって

Lebesgue の収束定理より

plogpx` i0q, φq “

ż 8

0

φpxq log x dx`

ż 0

´8

φpxqtlog |x| ` πiu

“

ż

R
φpxq log |x| dx` πi

ż 0

´8

φpxq

“ plog |x| ` πip1 ´Hq, φq

より

logpx` i0q “ log |x| ` πip1 ´Hq, D logpx` i0q “ p.v.
1

x
´ πiδ

が成り立つ. 同様に plogpx´ i0q, φq “ limyÑ`0plogpx´ iyq, φq で logpx´ iyq を定義すれば

lim
yÑ`0

logpx´ iyq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

log x, x ą 0

´8 ´ iπ2 , x “ 0

log |x| ´ πi, x ă 0

より

logpx´ i0q “ log |x| ´ πip1 ´Hq, D logpx´ i0q “ p.v.
1

x
` πiδ

が成り立つ.

5.2 発散積分の正則化の問題とベキ型特異点

局所可積分な関数 f については対応 f ÞÑ uf により正則超関数 uf と 1 対 1 に対応付けることがで

きた. この節では関数 f が点 x0 のある近傍で可積分でなく, x0 を除けば局所積分可能なときにも超関

数と対応が付けられるかどうかを考える. この場合はテスト関数 φ について, 積分

(5.2.1)

ż

R
fpxqφpxq dx

の収束は一般には保証されない. しかし x0 R suppφ つまり x0 のある近傍で φ が恒等的に 0 ならば収

束する. そこで超関数 u P D 1 で x0 R suppφ を満たすテスト関数 φ について

pu, φq “

ż

R
fpxqφpxq dx

が成り立つものが存在するかという問題を考えよう. もしこのような超関数 u が存在すれば u を発散積

分 (5.2.1) を正則化して得られた超関数と呼ぶ.

さて v をもうひとつの正則化とすれば u と v は Rztx0u で一致する. つまり suppφ Ă Rztx0u をみ

たす任意の φ P D について pu, φq “ pv, φq が成り立つ. 従って u ´ v は tx0u を台に持つ超関数であ
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るから, δx0 及びその有限階数の微分の有限個の 1 次結合である. 逆に u に δx0 及びその有限階数の微

分の有限個の 1 次結合を加えても, やはり正則化を与える. このように発散積分の正則化は存在すれば

tx0u を台に持つ超関数の差を除いて定まる.

例えば fpxq “ 1{x は x “ 0 の近傍で可積分ではないが主値積分と呼ばれる極限

lim
εÑ`0

ż

|x|ąε

φpxq

x
dx “

ż 8

0

φpxq ´ φp´xq

x
dx(5.2.2)

“

ż

|x|ď1

φpxq ´ φp0q

x
dx`

ż

|x|ą1

φpxq

x
dx

が φ P C1
0 pRq について存在し上式が成り立つことを前節で示した. また

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

φpxq ´ φp0q

x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď max
|t|ď1

|φ1ptq|,

と
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

φpxq

x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď |φpxq| ď max
tPR

|φptq|, |x| ě 1

となることより, (5.2.2) の最右辺は D (またはS ) 上の汎線形関数とみなして連続であるから, 超関数

(または緩増加超関数)を定義する. 従って超関数 p.v.
1

x
は発散積分

ş φpxq

x dx の正則化の 1 つの例を与

えている.

Theorem 5.2.1 関数 f が x “ 0 を除いて局所可積分で, ある定数 p ą 0 について fpxq|x|p が x “ 0

のある近傍で可積分ならば発散積分
ş

fpxqφpxq dx は正則化できる.

Proof. p0 を p の整数部分 rps と置く. このとき p0 ď p ă p0 ` 1 に注意して

pf, φq “

ż

R
fpxq

#

φpxq ´ χr´1,1spxq

p0
ÿ

k“0

φpkqp0q

k!
xk

+

dx

と置けば, x Ñ 0 のとき

φpxq ´ χr´1,1spxq

p0
ÿ

k“0

φpkqp0q

k!
xk “ Op|x|p0`1q “ Op|x|pq

であり, |x| ą 1 のときは

φpxq ´ χr´1,1spxq

p0
ÿ

k“0

φpkqp0q

k!
xk “ φpxq

であるから積分は収束し, φ P D に関する連続性も容易に従うので,超関数を定義する. そして 0 R suppφ

ならば φp0q “ ¨ ¨ ¨ “ φpp0qp0q “ 0 であるから pf, φq “
ş

R fpxqφpxq dx が成り立つので, 確かに正則化を

与えている. l

5.3 切断ベキの超関数 xλ˘, x
λ
˘plog x˘qm,

Theorem 5.2.1 の証明の中で与えたベキ型の特異点を持つ関数による発散積分の正則化は確かに正則

化の 1 つの例を与えているが, この正則化が適当なものになっているかどうかは, また別の問題である.

ここでは複素数 λ “ σ ` iτ P C について

xλ` “

#

xλ, x ą 0

0, x ď 0
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と置き, 関数系 txλ`uλPC について望ましい正則化とは何であるかを考えよう.

はじめに x ą 0 について

xλ “ eλ log x “ eσ log xtcospτ log xq ` i sinpτ log xqu

であるから

|xλ| “ eσ log x “ xσ

である. よって Reλ “ σ ą ´1 のときは xλ` P L1
locpRq となり正則超関数を定義する. Reλ ď ´1 のと

きは x “ 0 の近傍で可積分でないから発散積分の正則化の問題が生じる. この場合に望ましい正則化と

はどのようなものであろうか? 後々の便宜を考え, 実数 a について

(5.3.1) Ha “ tz P C : Re z ą au

と定義する.

まず Reλ ą ´1 の時に成立する等式
ż 8

0

xλφpxq dx “

ż 1

0

xλφpxq dx`

ż 8

1

xλφpxq dx

“

ż 1

0

xλtφpxq ´ φp0qu dx`
φp0q

λ` 1
`

ż 8

1

xλφpxq dx

について考えよう. 最左辺の積分は Reλ ą ´1 の時に収束するのみならず半平面 H´1 “ tReλ ą ´1u

で解析的である. 一方最右辺の初項の積分は Reλ ą ´2 で収束するので, 半平面 H´2 で解析的である.

また第 3 項の積分は任意の λ P C について収束するので, C で解析的である. 最後に第 2 項は Czt´1u

において解析的である. 以上より最右辺は半平面から 1点を除いた領域H´2zt´1uで解析的である. 従っ

て上式の右辺を用いて λ P H´2zt´1u についての超関数 xλ` の定義とすれば, 任意の φ P S を 1 つ取り

固定するとき pxλ`, φq が λ P H´2zt´1u について解析的になると云う望ましい性質を持つ. 但し λ “ ´1

が λ を変数とする関数 pxλ`, φq の 1 位の極であるから λ “ ´1 について, この方式では正則化が行えな

いことに注意しよう.

このような拡張はH´2zt´1u にとどまることなく, 次々に行うことができる. 実際 Reλ ą ´1 ならば
ż 8

0

xλφpxq dx

“

ż 1

0

xλφpxq dx`

ż 8

1

xλφpxq dx

“

ż 1

0

xλ

#

φpxq ´

n´1
ÿ

k“0

φpkqp0q

k!
xk

+

dx`

«

n´1
ÿ

k“0

φpkqp0q

k!pλ` k ` 1q
xλ`k`1u

ff1

0

`

ż 8

1

xλφpxq dx

“

ż 1

0

xλ

#

φpxq ´

n´1
ÿ

k“0

φpkqp0q

k!
xk

+

dx`

n´1
ÿ

k“0

φpkqp0q

k!pλ` k ` 1q
`

ż 8

1

xλφpxq dx

が成り立つが, 最右辺は φpxq ´
řn´1

k“0
φpkqp0q

k! xk “ Opxnq より Reλ ` n ą ´1 の時に積分は収束する.

従って半平面から 1 位の極を除いた領域, つまり H´n´1zt´1,´2,´nu で解析的である. そこで以下の

ように定義を行う.

Definition 5.3.1 λ P Czt´1,´2, ¨ ¨ ¨ u について n P Z` を Reλ ą ´n ´ 1 を満たすように取り, 超関

数 (または緩増加超関数) xλ` を

(5.3.2) pxλ`, φq “

ż 1

0

xλ

#

φpxq ´

n´1
ÿ

k“0

φpkqp0q

k!
xk

+

dx`

n´1
ÿ

k“0

φpkqp0q

k!pλ` k ` 1q
`

ż 8

1

xλφpxq dx
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で定義する.

定義式 (5.3.2) の右辺は ´n ´ 1 ă Reλ ă ´n のとき, もう少し簡潔に表現できる. 実際このとき

0 ď k ď n´ 1 について Reλ` k ` 1 ă 0 より
ż 8

1

xλ`k dx “

„

xλ`k`1

λ` k ` 1

ȷ8

1

“ ´
1

λ` k ` 1

であるから

(5.3.3) pxλ`, φq “

ż 8

0

xλ

#

φpxq ´

n´1
ÿ

k“0

φpkqp0q

k!
xk

+

dx

が成り立つ.

さて pxλ`, φq の λ に関する解析性より微分の公式を導くことができる.

Theorem 5.3.2

(5.3.4) D
`

xλ`
˘

“ λxλ´1
` , λ P Czt´1,´2, . . .u

が成り立つ.

Proof. λ ą 0 のときに

`

Dxλ`, φ
˘

“ ´ pxλ`, φ
1q

“ ´

ż 8

0

xλφ1pxq dx

“ ´
“

xλφpxq
‰8

0
` λ

ż 8

0

xλ´1φpxq dx

“λ

ż 8

0

xλ´1φpxq dx

“λpxλ´1
` , φq

が成り立つ. これは領域 Czt´1,´2, . . .u における 2 つの解析関数 ´pxλ`, φ
1q と λpxλ`, φq が半平面 H0

で一致することを意味する. 従って解析関数に関する一致の定理より Czt´1,´2, . . .u においても両者は

一致する. l

(5.3.4) では λ “ 0 の場合を除外している. 実際この場合は x0` “ Hpxq であるから Dx0` “ δ が成り

立つので, (5.3.4) は成り立たない.

さて定義式 (5.3.2) を λ で複素微分すると x ą 0 のとき dm

dλmx
λ “ xλplog xqm であるから, 以下のよ

うに新しい超関数 xλ`plog x`qm を導入しよう.

Definition 5.3.3 超関数 xλ`plog x`qm を

`

xλ`plog x`qm, φ
˘

“

ż 1

0

xλplog xqm

#

φpxq ´

n´1
ÿ

k“0

φpkqp0q

k!
xk

+

dx(5.3.5)

`

n´1
ÿ

k“0

p´1qmm!φpkqp0q

k!pλ` k ` 1qm`1
`

ż 8

1

xλplog xqmφpxq dx

で定義する.
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´n´ 1 ă Reλ ă ´n のときは (5.3.3) が成り立つので両辺を λ で微分すれば

(5.3.6) pxλ`plog x`qm, φq “

ż 8

0

xλplog x`qm

#

φpxq ´

n´1
ÿ

k“0

φpkqp0q

k!
xk

+

dx

が成り立つ.

次に xλ`, x
λ
`plog x`qm と対になる xλ´, x

λ
´plog x´qm について述べよう. Reλ ą ´1 のとき

(5.3.7) xλ´ “

#

0, x ď 0

|x|λ , x ă 0

と置けば, xλ´ P L1
locpRq であるから正則超関数を定義することができる. これから出発して pxλ´, φq に

ついて Reλ ą ´2，λ ­“ ´1 についても有効な式表示を導いて行くという xλ` の時に用いた方法で定義

を拡張しても良いが, むしろ Reλ ą ´1 のとき

pxλ´, φq “

ż 0

´8

|x|λφpxq dx “

ż 8

0

xλφp´xq dx

が成り立つことを参考にして

Definition 5.3.4 λ P Czt´1,´2,´3, . . .u について

(5.3.8) pxλ´, φq “ pxλ`, φp´xqq, φ P D

と定義する.

Reλ ą ´n´ 1 のとき

(5.3.9) pxλ´, φq “

ż 1

0

xλ

#

φp´xq ´

n´1
ÿ

k“0

p´1qkφpkqp0q

k!
xk

+

dx`

n´1
ÿ

k“0

p´1qkφpkqp0q

k!pλ` k ` 1q
`

ż 8

1

xλφpxq dx

が成り立ち, ´n´ 1 ă Reλ ă ´n のときは

(5.3.10) pxλ´, φq “

ż 8

0

xλ

#

φpxq ´

n´1
ÿ

k“0

p´1qkφpkqp0q

k!
xk

+

dx

と簡潔に表現できる. 微分の公式については

`

Dxλ´, φ
˘

“ ´ pxλ´, φ
1q

“ ´ pxλ`, φ
1p´xqq

“pxλ`, ψ
1q pψpxq “ φpxq と置いた q

“ ´
`

Dxλ`, ψ
˘

“ ´
`

λxλ´1
` , ψ

˘

“ ´
`

λxλ´1
´ , φ

˘

となるので

(5.3.11) D
`

xλ´
˘

“ ´λxλ´1
´ , λ P Czt´1,´2, . . .u

が成り立つ.
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Definition 5.3.5 超関数 xλ´plog x´qm を

pxλ´plog x´qm, φq “ pxλ`plog x`qm, φp´xqq

で定義する.

Reλ ą ´n´ 1 のときは

pxλ´plog x´qm, φq “

ż 1

0

xλplog xqm

#

φp´xq ´

n´1
ÿ

k“0

p´1qkφpkqp0q

k!
xk

+

dx(5.3.12)

`

n´1
ÿ

k“0

p´1qm`km!φpkqp0q

k!pλ` k ` 1qm`1
`

ż 8

1

xλplog xqmφp´xq dx

´n´ 1 ă Reλ ă ´n のときは

(5.3.13) pxλ´plog x´qm, φq “

ż 8

0

xλplog x`qm

#

φp´xq ´

n´1
ÿ

k“0

p´1qkφpkqp0q

k!
xk

+

dx

が成り立つ.

5.4 x´n
˘

前節で行った λ P Czt´1,´2, . . .u xλ˘ に関する定義では, λ “ ´n, n P N は極となってしまうので別
の正則化を導入する必要がある. まず Reλ ą ´n´ 1 の時の

pxλ`, φq “

ż 1

0

xλ

#

φpxq ´

n´1
ÿ

k“0

φpkqp0q

k!
xk

+

dx`

n´1
ÿ

k“0

φpkqp0q

k!pλ` k ` 1q
`

ż 8

1

xλφpxq dx

において ´n´ 1 ă Reλ´ n` 1 ならば 0 ď k ď n´ 2 について
ż 8

1

xλ`kdx “

„

1

λ` k ` 1

ȷ8

1

“ ´
1

λ` k ` 1

が成り立つので

pxλ`, φq “

ż 8

0

xλ

#

φpxq ´

n´2
ÿ

k“0

φpkqp0q

k!
xk ´

φpn´1qp0q

pn´ 1q!
χp0, 1qpxqxn´1

+

dx(5.4.1)

`
φpn´1qp0q

pn´ 1q!pλ` nq

と書き直せる. これは λ に関する有理型関数 pxλ`, φq の λ “ ´n のまわりでの Laurent 展開を与えてい

て, 主要部は
φpn´1qp0q

pn´ 1q!pλ` nq
であることが分かる. そこでこれを取り除いたものを xλ` と定義しよう.

Definition 5.4.1 n “ 1, 2, . . . について

(5.4.2) px´n
` , φq “

ż 8

0

x´n

#

φpxq ´

n´2
ÿ

k“0

φpkqp0q

k!
xk ´

φpn´1qp0q

pn´ 1q!
χp0,1qpxqxn´1

+

dx

と定義する. 但し n “ 1 の時には,
řn´2

k“0 の項は “ 0 と置く.
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n “ 1 の時は

px´1
` , φq “

ż 8

0

x´1tφpxq ´ φp0qχp0,1qpxqu “

ż 1

0

φpxq ´ φp0q

x
dx`

ż 8

1

φpxq

x
dx

となり, §5.1.4 で導入した x´1
` “ D log x` になる. また

px´2
` , φq “

ż 8

0

x´2tφpxq ´ φp0q ´ φ1p0qχp0,1qpxqxu dx

“

ż 1

0

φpxq ´ φp0q ´ φ1p0qx

x2
dx`

ż 8

1

φpxq ´ φp0q

x2
dx

次に微分の公式を導いておこう.

Theorem 5.4.2 n P N について

(5.4.3) Dx´n
` “ ´nx´n´1

` `
p´1qn

n!
δpnq

が成り立つ.

Proof.

`

Dx´n
` , φ

˘

“ ´px´n
` , φ1q

“ ´

ż 1

0

x´n

#

φ1pxq ´

n´1
ÿ

k“0

φpk`1qp0q

k!
xk

+

dx´

ż 8

1

x´n

#

φ1pxq ´

n´2
ÿ

k“0

φpk`1qp0q

k!
xk

+

dx

“ ´

«

x´n

˜

φpxq ´

n
ÿ

k“0

φpkqp0q

k!
xk

¸ff1

0

´ n

ż 1

0

x´n´1

˜

φpxq ´

n
ÿ

k“0

φpkqp0q

k!
xk

¸

dx

´

«

x´n

˜

φpxq ´

n´1
ÿ

k“0

φpkqp0q

k!
xk

¸ff8

1

´ n

ż 8

1

x´n´1

˜

φpxq ´

n´1
ÿ

k“0

φpkqp0q

k!
xk

¸

dx

“ ´ n

ż 8

0

x´n´1

˜

φpxq ´

n´1
ÿ

k“0

φpkqp0q

k!
xk ´

φpnqp0q

n!
χpp0,1qqpxqxn

¸

dx`
φpnqp0q

n!

“ ´ npx´n´1
` , φq `

p´1qn

n!
pδpnq, φq

l

Definition 5.4.3 n “ 1, 2, . . . について

(5.4.4) px´n
´ , φq “ px´n

` , φp´xqq

と定義する.

このとき

px´n
´ , φq “

ż 8

0

xλ

#

φp´xq ´

n´2
ÿ

k“0

p´1qkφpkqp0q

k!
xk ´ p´1qn´1φ

pn´1qp0q

pn´ 1q!
χp0,1qpxqxn´1

+

dx

が成り立つ. 但し n “ 1 の時には,
řn´2

k“0 の項は “ 0 と置く.
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微分の公式については

pDx´n
´ , φq

“ ´ px´n
´ φ1q

“ ´ px´n
` φ1p´xqq

“px´n
` ψ1q (ψpxq “ φp´xq と置いた)

“ ´ pDx´n
` ψq

“ ´

"

´npx´n´1
` , ψq `

ψpnqp0q

n!

*

“npx´n´1
´ , φq ´

p´1qnφpnqp0q

n!

“

ˆ

nx´n´1
´ ´

δpnq

n!
, φ

˙

より

(5.4.5) Dx´n
´ “ nx´n´1

´ ´
δpnq

n!

が成り立つ.

5.5 |x|λ と |x|λsgnx

Definition 5.5.1 λ P Czt´1,´2, . . .u について

(5.5.1) |x|λ :“ xλ` ` xλ´, |x|λsgnx :“ xλ` ´ xλ´

と定義する.

Dpxλ`q “ λxλ´1
` , Dpxλ´q “ ´λxλ´1

´ より

(5.5.2) Dp|x|λq “ λ|x|λ´1sgnx, Dp|x|λsgnxq “ λ|x|λ´1

が成り立つ.

さて

p|x|λ, φpxqq “

ż 8

0

xλφpxq dx`

ż 8

0

xλφp´xq dx

“

ż 8

0

xλtφpxq ` φp´xqu dx

において gpxq “ φpxq ` φp´xq と置くと, gpkqpxq “ φpkqpxq ` p´1qkφpkqp´xq であるから

gp2kqp0q “ 2φp2kqp0q, gp2k`1qp0q “ 0

となり,

gpxq ´ 2
m
ÿ

k“0

φp2kqp0q

p2kq!
x2k “ Opx2m`2q, x Ñ 0
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である. 従って Reλ ą ´2m´ 1 について

p|x|λ, φpxqq “

ż 1

0

xλ

#

φpxq ` φp´xq ´ 2
m´1
ÿ

k“0

φp2kqp0q

p2kq!
x2k

+

dx(5.5.3)

` 2
m´1
ÿ

k“0

φp2kqp0q

pλ` 2k ` 1qp2kq!
`

ż 8

1

xλtφpxq ` φp´xqu dx

が成り立つ. ´2m´ 1 ă Reλ ă ´2m` 1 の時は

p|x|λ, φpxqq “

ż 8

0

xλ

#

φpxq ` φp´xq ´ 2
m´1
ÿ

k“0

φp2kqp0q

p2kq!
x2k

+

dx

となり, λ “ ´2m の場合でも |x|´2m を定義でき

p|x|´2m, φpxqq “

ż 8

0

x´2m

#

φpxq ` φp´xq ´ 2
m´1
ÿ

k“0

φp2kqp0q

p2kq!
x2k

+

dx

となる. ここで

px´2m
` , φq “

ż 1

0

x´2m

#

φpxq ´

2m´1
ÿ

k“0

φpkqp0q

k!

+

dx`

ż 8

1

x´2m

#

φpxq ´

2m´2
ÿ

k“0

φpkqp0q

k!

+

dx

px´2m
´ , φq “

ż 1

0

x´2m

#

φp´xq ´

2m´1
ÿ

k“0

p´1qkφpkqp0q

k!

+

dx`

ż 8

1

x´2m

#

φpxq ´

2m´2
ÿ

k“0

p´1qkφpkqp0q

k!

+

dx

より

px´2m
` ` x´2m

´ , φq “

ż 8

0

#

φpxq ` φp´xq ´ 2
m´1
ÿ

k“0

φp2kqp0q

p2kq!

+

dx “ p|x|´2m, φpxqq

である. つまり |x|´2m “ x´2m
` ` x´2m

´ が成り立つ. そこで x´2m “ |x|´2m と定義することにすれば

(5.5.4) x´2m :“ |x|´2m “ x´2m
` ` x´2m

´

が成り立つ.

同様に Reλ ą ´1 の時に成り立つ等式

p|x|λsgnx, φpxqq “

ż 8

0

xλφpxq dx´

ż 8

0

xλφp´xq dx

“

ż 8

0

xλtφpxq ´ φp´xqu dx

において gpxq “ φpxq ´ φp´xq と置くと gpkqpxq “ φpkqpxq ´ p´1qkφpkqp´xq であるから

gp2kqp0q “ 0, gp2k`1qp0q “ 2φp2k`1qp0q

となり,

gpxq ´ 2
m
ÿ

k“0

φp2k`1qp0q

p2k ` 1q!
x2k`1 “ Opx2m`3q, x Ñ 0

である. 従って Reλ ą ´2m´ 2 について

p|x|λsgnx, φpxqq “

ż 1

0

xλ

#

φpxq ´ φp´xq ´ 2
m´1
ÿ

k“0

φp2k`1qp0q

p2k ` 1q!
x2k`1

+

dx(5.5.5)

` 2
m´1
ÿ

k“0

φp2k`1qp0q

pλ` 2k ` 2qp2k ` 1q!
`

ż 8

1

xλtφpxq ´ φp´xqu dx(5.5.6)
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が成り立つ. ´2m´ 2 ă Reλ ă ´2m の時は

p|x|λsgn , φpxqq “

ż 8

0

xλ

#

φpxq ´ φp´xq ´ 2
m´1
ÿ

k“0

φp2k`1qp0q

p2k ` 1q!
x2k`1

+

dx

となり, λ “ ´2m´ 1 の場合でも |x|´2m´1sgnx を定義でき

p|x|´2m´1sgnx, φpxqq “

ż 8

0

x´2m´1

#

φpxq ´ φp´xq ´ 2
m´1
ÿ

k“0

φp2k`1qp0q

p2k ` 1q!
x2k`1

+

dx

となる. ここで

px´2m´1
` , φq “

ż 1

0

x´2m´1

#

φpxq ´

2m
ÿ

k“0

φpkqp0q

k!

+

dx`

ż 8

1

x´2m´1

#

φpxq ´

2m´1
ÿ

k“0

φpkqp0q

k!

+

dx

px´2m´1
´ , φq “

ż 1

0

x´2m´1

#

φp´xq ´

2m
ÿ

k“0

p´1qkφpkqp0q

k!

+

dx`

ż 8

1

x´2m´1

#

φpxq ´

2m´1
ÿ

k“0

p´1qkφpkqp0q

k!

+

dx

より

px´2m
` ´ x´2m

´ , φq “

ż 8

0

#

φpxq ´ φp´xq ´ 2
m´1
ÿ

k“0

φp2k`1qp0q

p2k ` 1q!

+

dx “ p|x|´2m´1sgnx, φpxqq

である. つまり |x|´2m´1sgnx “ x´2m´1
` ` x´2m´1

´ が成り立つ. そこで x´2m´1 “ |x|´2m´1sgnx と定

義することにすれば

(5.5.7) x´2m´1 :“ |x|´2m´1sgnx “ x´2m´1
` ´ x´2m´1

´

が成り立つ.

5.6 px ˘ i0qλ

λ P C とする. y ­“ 0 の時に

px` iyqλ “ eλ logpx`iyq

“ eλplog |x`iy|`iArg px`iyqq “ |x` iy|eiλArg px`iyq

より

lim
yÑ`0

px` iyqλ “

#

xλ, x ą 0

eiπλ|x|λ, x ă 0

lim
yÑ`0

px´ iyqλ “

#

xλ, x ą 0

e´iπλ|x|λ, x ă 0

が成り立つ.

Definition 5.6.1 λ P Cz´1,´2, . . . について

(5.6.1) px` i0q “ xλ` ` eiπλxλ´, px´ i0q “ xλ` ` e´iπλxλ´

と定義する.



5.6. px˘ i0qλ 105

ここで Reλ ą ´n´ 1 のとき

pxλ`, φq “

ż 1

0

xλ

#

φpxq ´

n´1
ÿ

k“0

φpkqp0q

k!
xk

+

dx`

n´1
ÿ

k“0

φpkqp0q

pλ` k ` 1qk!
`

ż 8

1

xλφpxq dx

pxλ´, φq “

ż 1

0

xλ

#

φp´xq ´

n´1
ÿ

k“0

p´1qkφpkqp0q

k!
xk

+

dx`

n´1
ÿ

k“0

p´1qkφpkqp0q

pλ` k ` 1qk!
`

ż 8

1

xλφp´xq dx

より

pxλ` ` eiπλxλ´, φq

“

ż 1

0

xλ

#

φpxq ` eiπλφp´xq ´

n´1
ÿ

k“0

p1 ` p´1qkeiπλqφpkqp0q

k!
xk

+

dx

`

n´1
ÿ

k“0

p1 ` p´1qkeiπλqφpkqp0q

pλ` k ` 1qk!
`

ż 8

1

xλtφpxq ` eiπλφp´xqu dx

となるが, λ Ñ ´n とすると

p1 ` p´1qkeiπλq

λ` n
“ ´

eiπpλ`nq´1

λ` n
Ñ ´

d

dz

`

eiπz
˘

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z“0

“ ´iπ

であるから

lim
λÑ´n

`

px` i0qλ, φ
˘

“

ż 1

0

x´n

#

φpxq ` p´1qnφp´xq ´

n´1
ÿ

k“0

p1 ` p´1qn`kqφpkqp0q

k!
xk

+

dx

`

n´2
ÿ

k“0

p1 ` p´1qn`kqφpkqp0q

pλ` k ` 1qk!
´ iπ

φpn´1qp0q

pn´ 1q!
`

ż 8

1

x´ntφpxq ` p´1qnφp´xqu dx

n が偶数の場合と奇数の場合に分けて (5.5.3) (5.5.5) を用いると,

(5.6.2) lim
λÑ´n

px` i0qλ “ x´n ´ iπ
p´1qn´1

pn´ 1q!
δpn´1q

同様にして

(5.6.3) lim
λÑ´n

px´ i0qλ “ x´n ` iπ
p´1qn´1

pn´ 1q!
δpn´1q

が成り立つ.

従って超関数 px ˘ 0qλ は λ “ ´1,´2, . . . に於いても極限を持つので, λ “ ´1,´2, . . . は除去可能特

異点であり, 結局 C 全体で正則になる.

次に微分の公式については λ ­“ ´1,´2, . . . のときにDpxλ`q “ λxλ´1
` とDpxλ´q “ ´λxλ´1

´ より

Dpx˘ i0qλ “ Dpxλ` ` e˘iπλxλ´q

“ λxλ´1
` ´ λe˘iπλxλ´1

´ q

“ λxλ´1
` ` λe˘iπpλ´1qxλ´1

´ q

“ λpx˘ i0qλ´1

が成り立つが, 最右辺と最左辺はともに C で正則であるから,

(5.6.4) Dpx˘ i0qλ “ λpx˘ i0qλ´1

が C で成り立つ.
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第6章 Fourier 変換の計算

6.1 デルタ関数と関連する関数の Fouirer 変換

6.1.1 デルタ関数の Fourier 変換

手始めに

F δa “ e´ixa

を示そう. これは任意の φ P S について

pF δa, φq “ pδa,Fφq

“ Fφpaq

“

ż 8

´8

e´iaxφpxq dx “ pe´iax, φpxqq

より従う. ここでF ´1 “ F̃ “ 1
2πFˇより δa “ 1

2πF peiaxq が成り立つので,

F peiaxq “ 2πδa, F pe´iaxq “ 2πδ´a,

F pcos axq “ πpδa ` δ´aq, F psin axq “ ´iπpδa ´ δ´aq

次に

F pupnqq “ pixqnFu, DpnqF puq “ F pp´ixqnuq

より

F pDnδq “ pixqn, F pxnq “ 2πinδpnq

が成り立つ. これより多項式 P pxq について

F pP pDqδq “ P pixq F pP pxqq “ 2πP piDqδ

が成り立つ.

6.1.2 Heavisaide 関数の Fourier 変換

まず Heaviside 関数Hpxq “ χp0,8qpxq の緩増加超関数としての Fourier 変換が

(6.1.1) F pHq “ ´ip.v.
1

x
` πδ
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となることを示そう. テスト関数 φ P S について

pFH,φq

“pφ,FHq

“

ż 8

0

φ̂pξq dξ

“ lim
RÑ8

ż R

0

"
ż 8

´8

φpxqe´iξx dx

*

dξ
`

φpxqe´iξx は R ˆ r0, Rs で可積分ゆえ積分の順序交換可能
˘

“ lim
RÑ8

ż 8

´8

φpxq

#

ż R

0

e´iξx dξ

+

dx

“i lim
RÑ8

ż 8

´8

φpxq
e´iRx ´ 1

x
dx

“i lim
RÑ8

#

ż

|x|ď1

φpxq
e´iRx ´ 1

x
dx`

ż

|x|ą1

φpxq
e´iRx ´ 1

x
dx

+

ここで
ż

|x|ą1

φpxq
e´iRx ´ 1

x
dx “ ´

ż

|x|ą1

φpxq

x
dx`

ż

|x|ą1

φpxq

x
e´iRx dx

において ψpxq “
φpxq

x は |x| ě 1 で C1-級で ψpxq Ñ 0 (|x| Ñ 8) であり, ψ1pxq も |x| ě 1 で可積分で

ある. よって
ż

|x|ą1

φpxq

x
e´iRx dx “

ˆ
ż ´1

´8

`

ż 8

1

˙

ψpxqe´iRx dx

“

„

´
1

iR
ψpxqe´iRx

ȷ´1

´8

`

„

´
1

iR
ψpxqe´iRx

ȷ8

1

`
1

iR

ż ´1

´8

ψ1pxqe´iRx dx`
1

iR

ż 8

1

ψ1pxqe´iRx dx

´
1

iR
ψp´1qeiR `

1

iR
ψp1qe´iR `

1

iR

ż

|x|ą1

ψ1pxqe´iRx dx Ñ 0 pR Ñ 8q

よって

lim
RÑ8

ż

|x|ą1

φpxq
e´iRx ´ 1

x
dx “ ´

ż

|x|ą1

φpxq

x
dx

である.

次に
ż

|x|ď1

φpxq
e´iRx ´ 1

x
dx

“

ż

|x|ď1

tφpxq ´ φp0qu
e´iRx ´ 1

x
dx` φp0q

ż

|x|ď1

e´iRx ´ 1

x
dx

“

ż

|x|ď1

φpxq ´ φp0q

x
e´iRx dx´

ż

|x|ď1

φpxq ´ φp0q

x
dx` φp0q

ż

|x|ď1

e´iRx ´ 1

x
dx

となるが, ここで

ψ̃pxq “

$

’

&

’

%

φpxq ´ φp0q

x
, x ­“ 0

φ1p0q, x “ 0
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と置くと, p̃si は |x| ď 1 で C1-級であるから
ż

|x|ď1

φpxq ´ φp0q

x
e´iRx dx “

ż 1

´1

ψ̃pxqe´iRx dx

“

„

´
1

iR
ψ̃pxqe´iRx

ȷ1

´1

`
1

iR

ż 1

´1

ψ̃1pxqe´iRx dx

“ ´
1

iR
tψ̃p1qe´iR ´ ψ̃p´1qeiRu `

1

iR

ż 1

´1

ψ̃1pxqe´iRx dx Ñ 0, R Ñ 8

であり,
ż

|x|ď1

e´iRx ´ 1

x
dx “

ż 1

´1

cosRx´ 1 ´ i sinRx

x

“ ´ i

ż 1

´1

sinRx

x

“ ´ i

ż R

´R

sin y

y{R

dy

R

“ ´ i

ż R

´R

sinx

x
dx Ñ 8 ´ iπ, R Ñ 8

である. これで

lim
RÑ8

ż

|x|ď1

φpxq
e´iRx ´ 1

x
dx “ ´

ż

|x|ď1

φpxq ´ φp0q

x
, dx´ iπφp0q

であることが分かった. 以上より

pFH,φq “i

#

´

ż

|x|ď1

φpxq ´ φp0q

x
dx´ iπφp0q ´

ż

|x|ą1

φpxq

x
dx dx

+

“ ´ i

#

ż

|x|ď1

φpxq ´ φp0q

x
dx`

ż

|x|ą1

φpxq

x
dx dx

+

` πφp0q

となるのでFH “ ´ip.v.
1

x
` πδ である.

それでは H に関連する関数の Fourier 変換を求めておこう. sgnx “ Hpxq ´Hp´xq “ Hpxq ´ qHpxq

とFq“qF より

F psgnxq “F pHq ´ F pHqq

“F pHq ´ F pHqq

“πδ ´ ip.v.
1

ξ
´

"

πδ ´ ip.v.
1

ξ

*

q

ここで pδaq, φq “ pδa, φqq “ φp´aq “ pδ´a, φq より

(6.1.2) δaq“ δ´a

である. また

p
­

p.v.
1

x
, φq “pp.v.

1

x
, φp´xqq

“

ż

|x|ď1

φp´xq ´ φp0q

x
dx`

ż

|x|ą1

φp´xq

x
dx

“

ż

|x|ď1

´
φpxq ´ φp0q

x
dx´

ż

|x|ą1

φpxq

x
dx “ ´pp.v.

1

x
, φq
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より

(6.1.3)
­

p.v.
1

x
“ ´p.v.

1

x

よって

(6.1.4) F psgnxq “ ´2ip.v.
1

ξ

上式の両辺にF ´1 “ p2πq´1Fqを施して sgnx “ iπ´1F
´

p.v. 1
ξ

¯

となるので

(6.1.5) F

ˆ

p.v.
1

x

˙

“ ´iπ sgn ξ

が成り立つ.

6.2 ベキ乗関数のFourier 変換

6.2.1 xλ
` のフーリエ変換

F pxλ`q の計算を行おう. ´1Reλ の場合は xλ` P L1
locpRq であるから収束因子と呼ばれる e´τx, τ ą 0

を掛けて可積分にしてから計算を行い, τ Ñ `0 とする.

F pxλ`e
´τxqpξq “

ż 8

0

xλe´τxe´iξx dx

“

ż 8

0

xλe´pτ`iξqx dx

となる. これを複素線積分で表す為に z “ pτ ` iξqx と置いて L を複素平面の原点から右半平面の点

τ ` iξ を通り 8 へ延びる半直線とする.

F pxλ`e
´τxqpξq “

ż

L

ˆ

x

τ ` iξ

˙λ

e´z dz

τ ` iξ

“

ż

L

ˆ

z

τ ` iξ

˙λ

e´z dz

τ ` iξ

“
e´iπpλ`1q{2

pξ ´ iτqλ`1

ż

L

zλe´z dz

´i
e´iπλ{2

pξ ´ iτqλ`1

ż

L

zλe´z dz

複素線積分
ş

L
zrλe´z dz を計算する為に, 以下では次の記法を用いる.

rz1, z2s で z1 と z2 を結ぶ複素平面の線分を表し, ŔReiθ1Reiθ2 で原点を中心として半時計回りにReiθ1

からReiθ2 へ向かう円弧を表すことにしよう. このとき θ0 “ Arg τ ` ξ P p´π{2, π{2q と置けば, Cauchy

の積分定理より
ż

r0,Rs

zλe´z dz `

ż

ŔRReiθ0
zλe´z dz “

ż

r0,Reiθ0 s

zλe´z dz

が成り立つが R Ñ 8 のとき
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

ŔRReiθ0
zλe´z dz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż θ0

0

Rλeiλθe´Rpcos θ`i sin θqiReiθ dθ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď RReλe´Imλ|θ0|e´R cos θ0R|θ0|

Ñ 0
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であるから
ż

L

zλe´z, dz “ lim
RÑ8

ż

r0,Reiθ0 s

zλe´z dz “ lim
RÑ8

ż

r0,Res

zλe´z dz “

ż 8

0

xλe´x dx “ Γpλ` 1q

である. よって

(6.2.1) F pxλ`e
´τxqpξq “ ´i

e´iπλ{2

pξ ´ iτqλ`1

ż

L

zλe´z dz “ ´i
e´iπλ{2Γpλ` 1q

pξ ´ iτqλ`1

ここで ´1 ă Reλ に加えて Reλ ă 0 も仮定すれば, 1
pξ´iτqλ`1 は局所可積分で

pξ ` i0qλ´1 “ limτÑ`0 は正則超関数になり

pF pxλ`e
´τxq, φq “ ´ie´iπλ{2Γpλ` 1qppξ ` iτq´λ´1, φq
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付 録A Hausdorff 極大性原理, Zorn の補題,

整列可能定理

付録 A では, まず §A.1 において半順序集合を導入してからHausdorff 極大性原理を紹介する. 但しこ

の段階では Hausdorff 極大性原理の証明は行わない. §A.2 では帰納的順序集合を定義し, Hausdorff 極大

性原理を用いて Zorn の補題を証明する. §A.3では整列集合の定義と整列集合を用いた超限帰納法の解
説を行ってから Zorn の補題を用いた整列可能定理の証明を行う. また整列可能定理を用いた Hausdorff

極大性原理の証明も行う. こここまでで Hausdorff 極大性原理, Zorn の補題, 整列可能定理 の同値性が

示されたことになる. そして最後に §A.4 で Hausdorff 極大性原理を選択公理を用いて証明する.

A.1 Hausdorff の極大性原理

集合 A に 2 項関係 “ď” が定義されているとする. 2 項関係とはA ˆ A の部分集合D のことであり,

順序対 pa, bq P D の時に a ď b と書き表すというのが, 厳密な定義であるが, ここでは単に a, b P A の
間に a ď b と表される関係が (つねにとは限らないが)あるという漠然とした理解で構わない.

さて集合 A と A 上の 2 項関係の組 pA,ďq が半順序集合 (partially ordered set, poset) であるとは

(i) @a P A : a ď a

(ii) a ď b かつ b ď c ならば a ď c

(iii) a ď b かつ b ď a ならば a “ b

が成り立つ時を言う. 順序 “ď”を特に書かなくても文脈から分かる場合は pA,ďq の代わりに単に A の
ことを半順序集合と呼ぶ.

半順序集合のことを, “半”を省いて順序集合 (ordered set) と呼ぶこともあるが 2 元 a, b P A につい
て必ずしも a と b が比較可能でない, つまり a ď b または b ď a のどちらかが成り立つとは限らない場

合を許すので “半”を付けることにする. (i), (ii), (iii) に加えて

(iv) @a, b P A : a ď b or b ď a

が成り立つ時, 全順序集合 (totally ordered set) または線形順序集合 (linearly ordered set) と言う.

半順序集合に於ける a, b P A の関係は

(1) a ď b かつ a ­“ b

(2) b ď a かつ a ­“ b
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(3) a “ b

(4) a, b は比較可能でない

の 4 つの場合のどれか 1 つのみが起こることに注意しよう. 勿論, A が全順序集合の場合は (1) の場合

は起こりえない.

以後, a ď b かつ a ­“ b の時, a ă b と書くことにする.

半順序集合 A の任意の部分集合 B はď を B に制限した順序のもとで半順序集合である. 以後, 特に

断らない限り半順序集合の部分集合にはつねにこの半順序が定義されていると考える.

Example A.1.1 A を R2 内の開集合の全体とすれば, 包含関係 Ă を順序として半順序集合になる. そ

して B を原点を中心とする開円板の全体とすれば B Ă A であり R2 という最大元を持つ全順序集合で

ある. さらに B は極大である, つまりどんな V P AzB を B に付け加えても B Y tV u はもはや全順序

集合ではない.

Proof. 念の為に, 極大性について証明をしておこう. ここでは Dprq “ tx “ px1, x2q P R2 : |x| “
a

x21 ` x22 ă ru と表すことにする.

0 R V の場合 x P V を任意に取れば 0 ă r ă |x| を満たす r について x P V zDprq かつ 0 P DprqzV

より V と Dprq は比較可能ではない. また 0 P V 場合は V ­“ R2 と合わせて r0 “ suptDprq Ă V u と

置けば, 0 ă r0 ă 8 であり, Dpr0q Ă V が成り立つ. そして |a| “ r0 を満たす a R V が存在する. も

し V zDpr0q “ H ならば V “ Dpr0q P B となり矛盾を生じるので b P V zDpr0q が存在する. このとき

r0 ă r ă |q| を満たす r について a P DprqzV かつ b P V zDprq より V と Dprq は比較可能ではない. l

それでは Hausdorff 極大性原理 (Hausdorff maximal principle) と呼ばれる定理を述べよう.

Theorem A.1.2 (Hausdorff 極大性原理 I) A を空でない半順序集合とし, B を A の全順序部分集
合とする. この時, B を含む極大な全順序部分集合 C が少なくとも 1 つ存在する.

一見するとより弱くみえるが実は同値な主張として,次も Hausdorff極大性原理と呼ばれることがある.

Theorem A.1.3 (Hausdorff 極大性原理 II) A を空でない半順序集合とすれば極大な全順序部分集
合 B が少なくとも 1 つ存在する.

同値性の証明 Hausdorff 極大性原理 I (Theorem A.1.2) から II (Theorem A.1.3)を導くのは容易であ

る. 実際 A を空でない半順序集合として元 a P A を 1 つ取れば tau は A の全順序部分集合であるか
ら tau Ă B を満たす極大な全順序部分集合の存在が Hausdorff 極大性原理 I より分かる.

II から I を導くにはちょっとしたテクニックを要する. B を半順序集合 A の全順序部分集合として

P “ tB1 : B1 は B Ă B1 を満たす A の全順序部分集合 u

と置けば, P は包含関係 “Ă” を順序として半順序集合であり, B P P より空でない. よって Hausdorff

極大性原理 II より P の極大な全順序部分集合Q が存在する. この時

C “
ď

B1PQ
B1
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と置けば B Ă C Ă A を満たすことは容易に分かる. また C が全順序集合になることは任意の a, b P C
について a P B1, b P B2 を満たす B1,B2 P Q を取れば Q は包含関係について全順序集合であるから
B1 Ă B2 または B2 Ă B1 が成り立つ. 前者の場合は a, b P B2 となり B2 は A の全順序部分集合ゆえ a,

b は比較可能である. 後者の場合も a, b P B1 となり, やはり比較可能である.

最後に C を真に含む A の全順序部分集合 C1 が存在すると仮定すると Q Y tC1u は Q を真に含む P
の全順序部分集合となるが, これは Q の極大性に矛盾する. 従って C は極大である. l

A.2 Zorn の補題

半順序集合 pA,ďq の空でない部分集合 B について a P A が B の上界 (upper bound) であると

は, “@b P B : b ď a” が成り立つ時を言う. 同様に a P A が B の下界 (lower bound) であることは

“@b P B : a ď b” が成り立つ時を言う. 次に s P B が B の極大元 (maximal element) であるとは s ď b

を満たす b P B はつねに b “ s となる時を言う. s と b については “(1) b ď s かつ b ­“ s (2) s ď b かつ

b ­“ s (3) b “ s (4) 比較可能でない” の 4 つの場合のどれか 1 つのみが起こるので

s P B が B の極大元ðñ (2) を満たす b P B は存在しない

である. また s P B が B の最大元 (maximum element) であるとは任意の b P B について b ď s が成

り立つ時を言う. この場合は任意の b P B について (3) と (4) が起きないことと同値である. 極小元

(minimal element) や最小元 (mimimum element) についても同様に定義する.

さて半順序集合 pA,ďq の空でない部分集合 B について, 最大元や最小元は高々 1 つしか存在せず, も

し最大元が存在すれば, それは極大元であり, もし最小元が存在すれば, それは極小元である. しかしな

がら極大元や極小元は存在する場合でも 1 つとは限らないことに注意しよう.

Example A.2.1 区間 I “ r0, 1s の直積 I ˆ I の 2 元 px, yq と px1, y1q について x “ x1, y ď y1 とな

るとき px, yq ď px1, y1q と定義すれば, pI ˆ I,ďq は半順序集合になり, 任意の x P I について px, 1q は

I ˆ I の極大元であるが, 最大元ではない.

半順序集合 A が帰納的順序集合 (inductively ordered set) であるとは, A の任意の全順序部分集合 B
が A の中に上界を持つこと, つまり a P A で “@b P B : b ď a “ が成り立つものが存在することである.

それでは Zorn(ツォルン) の補題 (Zorn’s lemma)を述べよう.

Theorem A.2.2 (Zornの補題) 空でない帰納的順序集合は極大元を持つ.

Proof. Hausdorff 極大性原理より Zorn の補題を導こう. A を空でない帰納的順序集合とし, Hausdorff

極大性原理を用いて極大な全順序部分集合 B を取る. そして B の上界の 1 つを s P A と置く. このと

き s P B であることと, s が A の極大元であることを示そう.

s ď a を満たす a P A を取ると, 任意の b P B について b ď s と s ď a より b と s, s と a は比較可能

であり, 推移律より b と a も比較可能である. 従って B Y ts, au は A の全順序部分集合になるが B の
極大性より B Y ts, au “ B でなければならない. よって s “ a P B が成り立つ. これは s が A の極大元
であること示す. l
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A.3 整列可能定理と超限帰納法

半順序集合 A が整列集合 (well-ordered set) であるとは A の任意の空でない部分集合が最小元を持
つときを言う. 定義より直ちに空でない整列集合は最小元を持つことが分かる. また”整列集合は全順序

集合である”と言うことも分かる. 実際 a, b P A ならば部分集合 ta, bu には最小元が存在するので a ď b

または b ď a のどちらかが成り立つ. つまり a, b はつねに比較可能であり, A は全順序集合である.

整列集合には (数学的)帰納法を一般化した, 超限帰納法 (transfinite induction) という証明の手法が

使える.

Theorem A.3.1 (超限帰納法) pA,ďq を整列集合とし, a0 をその最小元とする. また各 a P A につい
て命題 P paq が定まっていて

(i) P pa0q が真.

(ii) 各 a P A, a ­“ a0 について,

@x P A with x ă a : P pxq が真 ùñ P paq が真

が成り立つとする. このとき P paq は全ての a P A について真である.

Proof. B “ tb P A : P pbq は偽 u と置いて B “ H となることを背理法により示そう. もし B ­“ H なら

ば, B には最小元 b0 が存在するが, (i) より b0 ­“ a0 である. 従って a0 ă b0 である. 次に x ă b0 ならば

x R B であるから P pxq は真である. よって (ii) を用いて P pb0q も真となってしまうが, これは b0 P B
に矛盾する. l

次の定理は任意の集合には適当な順序を導入して整列集合にすることができるということを主張して

いる. 従ってこの導入された順序のもとで超限帰納法が使えることになる.

Theorem A.3.2 (整列可能定理 (well-ordering theorem)) 任意の集合は整列集合となるように順

序を定めることができる.

Proof. Zorn の補題より整列可能定理を導こう. X を空でない集合として,

P “ tpA,ďq : A Ă X, “ď” は A 上の順序で pA,ďq は整列集合 u

と置く. x P X について txu は自明な順序 x ď x のもとで整列集合であるから P は空でない. また P
における順序を

pA,ďq ĺ pA1,ď1q
def

ðñ A Ă A1 かつ A1 の順序 ď1 の A への制限は ď と一致

と置く. このとき P は帰納的順序集合になる. 実際 Q が P の全順序部分集合ならば

SQ “
ď

pA,ďqPP

A

と置いて, a1, a2 P SQ について以下のように全順序を定義する. pA1,ď1q, pA2,ď2q P Q を a1 P A1,

a2 P A2 となるように取る. もし pA1,ď1q ĺ pA2,ď2q ならば a1, a2 P A2 であるから a1, a2 の大小関係

は A2 におけるものと同じと定義する. 同様に pA2,ď2q ĺ pA1,ď1q ならば a1, a2 P A! であるから a1,
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a2 の大小関係は A1 におけるものと同じと定義する. この定義の仕方は pA1,ď1q, pA2,ď2q P Q のとり
方に依らず定まり, 全順序になることも容易に分かる. このように定めた順序を ďQ と書くことにすれ

ば pSQ,ďQq は Q の上界である.

Zorn の補題 (Theorem A.2.2)より P には極大元が存在するので, その (任意の 1 つを) pM,ďM q と

置く. このとき X Ă M を示せば, X “ M となり X には自身が整列集合となるような全順序が導入さ

れたことになる. そこでもし a P XzM が存在したと仮定しよう. このとき M˚ “ M Y tau に順序 ďM

を拡張した順序 ďM˚ を

x ďM˚ a @x P M

と定義すれば, 明らかに pM˚,ďM˚ q も整列集合であり pM,ďM q ĺ pM˚,ďM˚ q かつ pM,ďM q ­“

pM˚,ďM˚ q (7 M ­“ M˚) を満たす. これは pM,ďM q の極大性に反する. l

整列可能定理を用いたHausdorff極大性原理の証明 pX,ĺqを半順序集合とする. 整列可能定理 (Theorem

A.3.2)より X に全順序 ď を導入して pX,ďq が整列集合となるようにできる. pX,ďq の最小元 x0 に

ついて ϕpx0q “ tx0u と置き. 超限帰納法を用いて

ϕpaq “

#

tau, if tau Y
Ť

băa ϕpbq pX,ĺq の全順序部分集合となる

H, otherwise

と定義し

A “
ď

xPX

ϕpxq

と置けば, A は順序 ĺ のもとで極大な全順序部分集合である. 実際 a1, a2 P A について a1 “ a2 の場合

は明らかに a1, a2 は比較可能であり a1 ă a2 の場合は a2 P A より

ta2u Y
ď

băa2

ϕpbq

は ĺ のもとで全順序集合である. a1 P A より ϕpa1q “ ta1u であるから a1 P
Ť

băa2
ϕpbq ゆえ, a1 と a2

は ĺ に関して比較可能である. a2 ă a1 も場合も全く同様に両者が ĺ に関して比較可能である.

次に極大性を示そう. x P XzA ならば定義より txu Y
Ť

băx ϕpbq は ĺ のもとで X の全順序部分集合

でない. ところが前段と同様にして
Ť

băx ϕpbq が ĺ のもとで X の全順序部分集合となることが分かる

ので, x は b ă x を満たすある b P X と比較可能でない. 従って AY txu は ĺ のもとで X の全順序部

分集合でない. よって A は極大である. l

A.4 選択公理を用いた Hausdorff 極大性原理の証明

X を空でない集合とする. このとき f が X の選択関数 (choice function) であるとは 空でない X の

部分集合 E について E の元 fpEq を対応させる写像のことを言う. 空でない任意の集合 X について選

択関数の存在を主張するのが選択公理 (axiom of choice)である. この節では選択公理を用いて Hausdorff

極大性原理 I を証明しよう.

選択公理による Hausdorff 極大性原理の証明 pX,ďq を空でない半順序集合とし、X に極大な全順序

部分集合が存在することを示す.

F “ tA : A は X の全順序部分集合で A ­“ H u
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と置く. 各 x P X について txu は X の空でない全順序部分集合であるから, F は空でない. 以下, F を
包含関係 “Ă” のもとで半順序集合とみなし, F に極大元が存在することを示そう. まず次が成り立つこ

とに注意しよう.

Claim 1 Q Ă F が包含関係に関する F の全順序部分集合ならば
ď

APQ
A P F

が成り立つ.

証明は, 整列可能定理 (Theorem A.3.2) の証明中で SQ が全順序集合になることを示した論法と全く

同様である.

各 A P F について
A˚ “ tx P XzA : AY txu P Fu

と置く. つまり A に x を付け加えても全順序集合であるような x, 言い換えれば任意の a P A と比較可

能な x の全体を A˚ と置く. f : 2XztHu Ñ X を選択関数とし, 各 A P F について

gpAq “

#

AY tfpA˚qu, if A˚ ­“ H

A, if A˚ “ H

と置く. この時 fpA˚q P A˚ と g の定義より次の主張が成り立つことも容易に分かる.

Claim 2 各 A P F について gpAq P F であり, A Ă gpAq かつ gpAqzA は高々 1 点である.

次の主張はこの証明の核心的な箇所であり, ひとまず認めて証明を先に進めよう.

Claim 3 少なくとも 1 つの A P F について gpAq “ A が成り立つ.

gpAq “ A とは A˚ “ H を意味し, これはさらに全順序部分集合 A に如何なる元 x を追加しても, も

はや AY txu は全順序部分集合とならないということであるから A は極大である. 従って pX,ďq に極

大な全順序部分集合が存在する. l

Proof of Claim 3 A0 P F を固定する. F 1 Ă F が tower であるとは

(1) A0 P F 1

(2) Q Ă F 1 が包含関係に関する F 1 の全順序部分集合ならば
ď

APQ
A P F 1

が成り立つ.

(3) A P F 1 ならば gpAq P F 1

の 3 条件が全て成り立つ時であると定義しよう.

例えば

F1 “ tA P F : A0 Ă Au

と置く時 F1 が (1) を満たすことは明らかで (2) を満たすことは Claim 1 より従う. そして A P F1 な

らば F1 Ă F より A P F ゆえ Claim 2 を用いて gpAq P F であり A0 Ă A Ă gpAq より gpAq P F1 であ

る. 従って F1 は (3) も満たすので tower である.
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tower が少なくとも 1 つは存在することが確かめられたので

F0 “
č

F 1 is tower

F 1

と置こう. このとき F0 が (1), (2), (3) を満たしやはり tower になることは容易に分かる. そして F0

より真に小さい族はもはや tower ではない. また A P F0 ならば F0 Ă F1 より A P F1 であるから

A0 Ă A, つまり

(A.4.1) A P F0 ùñ A0 Ă A

が成り立つ.

さて F0 は (1), (2), (3) の性質を満たす最小の族であるから F0 自身が F の全順序部分集合になると
期待される. これを示す為に

Γ “ tC P F0 : C Ă A or A Ă C @A P F0u

と置き, 各 C P Γ について

ΦpCq “ tA P F0 : A Ă C or gpCq Ă Au

と置く. この時 (A.4.1) より A0 P Γ が直ちに従う. また C P Γ ならば Γ Ă F0 より C P F0 であるから

やはり (A.4.1) より A0 Ă C が成り立つので A0 P ΦpCq である. 以上より Γ と ΦpCq は (1) を満たす.

さらに Q Ă Γ が包含関係に関する全順序部分集合ならば
Ť

BPQB は F0 が tower であることから
Ť

BPQB P F0 を満たす. また
Ť

BPQB と任意の A P F0 は比較可能である. 実際, AF0 を固定して (i)

全ての B P Q についてB Ă A のときは
Ť

BPQB Ă A が成り立つ. (ii) (i) でないときはある B P Q に
ついてB Ć A であるがA と B は比較可能ゆえA Ă B が成り立つのでA Ă

Ť

BPQB が成り立つ. 従っ

て
Ť

BPQB と A は比較可能であり,
Ť

BPQB P Γ が成り立つ. つまり Γ について (2) が成り立つ.

同様に ΦpCqも (2)を満たす. 実際Q Ă ΦpCqが包含関係に関する全順序部分集合ならば
Ť

BPQB P F0

であり, (i) 全ての B P Q について B Ă C のときは
Ť

BPQB Ă C が成り立つ. (ii) (i) でないときはあ

る B P Q について B Ć C であるが B P ΦpCq より B Ă C または gpCq Ă B であるから gpCq Ă B が

成り立つ. よって gpCq Ă
Ť

BPQB が成り立つ. 従って
Ť

BPQB P ΦpCq が成り立つ.

次に ΦpCq が (3) を満たすことを示そう. これには A P ΦpCq ならば gpAq P ΦpCq つまり

(A.4.2) A Ă C or gpCq Ă A ùñ gpAq Ă C or gpCq Ă gpAq

を示そう. A Ă gpAq より gpCq Ă A の時, 上の命題は明らかに成り立つ. また A “ C の場合も

gpCq “ gpAq ゆえ, やはり明らかに成り立つ. 残る場合は A Ă C かつ A ­“ C の時である. まず

A P ΦpCq Ă F0 より gpAq P F0 である. C P Γ と合わせると, gpAq と C は比較可能, つまり gpAq Ă C

または C Ă gpAqが成り立つ. 前者の場合は命題 (A.4.2)の結論が明らかに成り立つ. 以上よりC Ă gpAq

と仮定してよい. 今の場合は A Ă C Ă gpAq となり A ­“ C と gpAqzA が高々 1 点であることを合わせ

て gpAq “ C が従い, 命題 (A.4.2)の結論が成り立つ.

以上で ΦpCq が (3) を満たすことが分かり, 結局 tower である. F0 の最小性より ΦpCq “ F0 が任

意の C P Γ について成り立つが, これは任意の A P F0 について A Ă C または gpCq Ă A が成り立つ

ことを意味し, C Ă gpCq と合わせれば A と gpCq は比較可能である. 従って任意の C P Γ について

gpCq P Γ が成り立つことになり, 換言すれば Γ は (3) を満たす. 先に Γ が (1), (2) を満たすことを示

しているので, 結局 Γ も tower になり F0 の最小性より Γ “ F0 が成り立つ. これは F0 が包含関係に

関して全順序部分集合になることを示す. F0 は tower であったから Ã “
Ť

APF0
A と置けば, (2) より
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Ã P F0 であり, 作り方から任意の A P F0 について A Ă Ã が成り立つ. (3) より gpÃq P F0 であるか

ら, 特に A “ gpÃq と置けば gpÃq Ă Ã が成り立つが Ã Ă gpÃq と合わせて, gpÃq “ Ã が成り立つこと

になる. これで Claim 3 が示された. l

次はおまけである.

整列可能定理を用いた選択公理の証明 X の部分集合の族 P でH R P を満たすものについて選択関数
f の存在を示そう. これにはまず整列可能定理を適用して X に全順序 ď を導入して整列集合にする.

そして各 E P P について最小元 minE が存在するから fpEq “ minE と置けば良い. l
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